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Einleitung. 



Creseunt disciplinae lente tardeque, per 
varios errores aero pervenitur od veritatem. 
Omnia praeparata esse debent diuturno et 
cusiduo labore ad introitum verUatit novae. 
Jam illa certo ternporis momertio, divina 
quadam neoemtate ooacta, emerget. 

C. G. J. Jftcobl. 



Obwohl das nachfolgende Register über den Inhalt des vorliegenden 
Werkes hinlängliche Auskunft geben wird, so dürfte es dennoch an- 
gemessen sein, die eigentliche Tendenz meiner Arbeit hier in Kürze 
darzulegen*). 

Von den sogenannten elektrischen Kräften sind bis jetzt vorzugs- 
weise studirt worden die elektrostatischen und elektrodynami- 
schen. Letztere zerfallen ihrerseits von Neuem in zwei Kategorien, 
nämlich in die von Ampere entdeckten ponderomotorischen und 
in die von Faraday entdeckten elektromotorischen Kräfte. 

Die für diese ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte 
bisher aufgestellten Gesetze beziehen sich theils auf gleichförmige 
elektrische Stromringe, theils auf einzelne Strom dement e, und sind 
demgemäss in Integral- und Elementar-Gesetze einzutheilen. Im 
Ganzen werden vier solche Gesetze zu nennen sein, von denen zwei 
(A.) und («.) den von Ampere Entdeckten ponderomotorischen Kräften 
entsprechen, während die beiden andern (F.) und (qp.) auf die von 
Faraday entdeckten elektromotorischen Kräfte Bezug haben. 



*) Einen kurzen Abriss über den Gang und die Resultate meiner Unter- 
suchungen habe ich übrigens bereits im vergangenen Iahre gegeben. Vergl. die 
Ber. d. Kgl. Sachsisch. Ges. d. Wiss. vom 3. August 1872, und ferner die Mathem. 
Annale 11, Bd. V, pg. 614 — 624; und endlich auch das zu Pisa erscheinende Journal 
11 nuovo Cünento, Ser. 2, Tomo IX, p. 49. 
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yf Einleitung. 

(A.) .... Das ponderomotorißche Integralgesetz*), aufgestellt 

von F. Neumann (1847). * — Befinden sich zwei gleichförmige 
Stromringe A und B in irgend welchen Beweguogen, befinden 
sich ferner die in ihnen vorhandenen Stromstärken J und J x (un- 
beschadet der Gleichförmigkeit) in irgend welchen Zuständen der 
Veränderung, und bezeichnet man mit P das Potential der beiden 
Ringe auf einander, so wird für jedes Zeitelement die von B auf 
A ausgeübte ponderomotorische Arbeit dargestellt sein durch 
den negativen partiellen Zuwachs von P, genommen nach der 
räumlichen Lage von A. 

(F.) .... Das elektromotorische Integralgesetz**), aufgestellt 

von F. Neumann (1847). — Die Summe der vom ftinge B im 
Ringe A während eines Zeitelementes inducirten elektromoto- 
rischen Kräfte ist immer identisch mit dem vollständigen Zu- 

P 
wachs des Quotienten -y , dieser Zuwachs noch mul^iplicirt mit 

einer gewissen Constanten s (der sogenannten Inductionsconstanten). 

(a.) .... Das ponderomotoriche Elemehtarg^setz***) aufgestellt 

von Ampere (1826> — Zwei elektrische Stromelemente JDs und" 
J 1 Ds l üben eine ponderomotorische Kraft B auf einander 
aus , welche mit ihrer Verbindungslinie r zusammenfällt, und welche, 
in repulsivem Sinne gerechnet, die Stärke besitzt: 

x» o t Tk r r> 3 C08# COSiK — 2 COSS . 

dabei ist untei* A* ein constanter Factor zu verstehen, während 
&, d , l und s diejenigen Winkel bezeichnen, unter welchen die beiden 
Elemente gegen die Linie r {JDs 1 »-> Ds), und gegen einander ge- 
neigt sind. 
(<p?) . . . . • Das elektromotorische Elementargesetz. — Das- 
selbe scheint vorläufig noch in tiefes Dunkel gehüllt. Denn die 
von W. Weber (1846) und F. Neumann (1847) für dasselbe ge- 
machten Propositionen zeigen wenig Aehnlichkeit; auch sind von 
letzterem zwei verschiedene f) Propositionen gemacht worden, 
ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten der einen oder andern. 

Die beiden Integralgesetze (Ä.) und (F.) sind ausgezeichnet durch 
ihre Einfachheit, sowie durch die, in Folge experimenteller Prüfung, 
ihnen zu Theil gewordene Zuverlässigkeit. 

Weniger Günstiges ist zu sagen in Betreff des Ampere'schen 
Gesetzes («.). Denn obwohl Ampere gelber seine Theorie „uniquerrient 
deduite de l'experience" genannt hat, so dürfte doch den von ihm 
angestellten Experimenten, wenigstens zum Theil, nur wenig be- 
weisende Kraft beizumessen sein. — Trotzdem würde es voreilig 



*) Vergl. das vorliegende Werk, pg. 53, sq. 
**) Vergl. das vorliegende Werk, pg. 102, sq. 



***) Vergl. pg. 44, sq. 
t) Vergl. pg. 221, 222. 



Digiti 



zedby G00gk 



Einleitung. VII 

sein, und dem naturgemäss stetigen Fortschritt der Wissenschaft 
wahrscheinlich nur zum Schaden gereichen, wenn man dieses Ampere'- 
sche Gesetz, das seit einem halben Jahrhundert sich bewährt und 
allen exacten Forschungen als Grundstein gedient hat, ohne wirklich 
triftige Gründe aufgeben wollte. 

Demgemäss habe ich an jenem Ampere' sehen Elementargesetze 
(a.), oder (was dasselbe ist) an denjenigen Voraussetzungen, auf welche 
dieses Gesetz- von Ampere basirt wurde, festhalten zu müssen ge- 
glaubt. Als eine der wichtigsten Aufgaben erschien alsdann aber 
die Auffindung des noch fehlenden Elementargesetzes (9?); und hierin 
besteht die Hauptaufgabe des vorliegenden Werkes. 

Der von mir eingeschlagene Gang entspricht der historischen 
Reihenfolge. — Als Ausgangspunkt für die Untersuchung der pön- 
deromotorischen Kräfte dienen mir die von Ampere eingeführten 
Voraussetzungen; von denselben aus verfolge ich im Wesentlichen den 
theils von Ampere, theils von meinem Vater gebahnten Weg, und 
gelange in solcher Weise zuerst zum Elementargesetz (a.), sodann 
zum Integralgesetz (A.). — Sodann übergehend zur Untersuchung der 
elektromotorischen Kräfte, benutze ich als Ausgangspunkt das 
von meinem Vater aufgestellte Integralgesetz (F.), Um von hier aus, 
unter Anwendung des allgemeinen Princips der lebendigen Kraft, so- 
wie unter Zuhülfenahme gewisser einfacher und plausibler Voraus- 
setzungen, einen Weg mir zu eröffnen zur Entdeckung des noch un- 
bekannten Elementargesetzes (9?). Die erwähnten Voraussetzungen, 
welche selbstverständlich auf die elektromotorischen Kräfte sich be- 
ziehen, stehen in einer gewissen Analogie mit denjenigen, welche von 
Ampere über die ponderomotorischen Kräfte gemacht sind. - 

Bei einer mathematisch-physikalischen Untersuchung wird jeder- 
seit die Beschaffenheit und Anzahl der zu Grunde gelegten Voraus- 
zetzungen von grösster Wichtigkeit sein. Da nun diese Voraus- 
setzungen im vorliegenden Werke, in Folge des eingeschlagenen 
historischen Ganges, eine gewisse Zersplitterung und Zerstreuung 
erfahren haben, so wird es um so nöthiger sein, wenigstens hier in 
der Einleitung ein übersichtliches Bild zu entwerfen von der Gesammt- 
heit jener Voraussetzungen. — Es können dieselben folgendermassen 
rubricirt werden. 

(1.) • . . . Die erste Voraussetzung*) besteht in der Annahme des 

allgemeinen Princips oder Axioms der lebendigen Kraft, sowie in 
der Annahme desjenigen Gesetzes , welches von Joule für die elek- 
trodynamische Wärmeentwicklung aufgestellt würde. 
(2.) .... Die zweite Voraussetzung besteht in der Annahme der 

beiden schon erwähnten Integralgesetze (A.) und (F.). 

*) Vergl. pag. 7, sq., und auch pag, 134, sq, 
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Viii Einleitung. 

(3.) .... Die dritte Voraussetzung*) besteht in gewissen, den ponde- 

romotorischen und elektromotorischen Kräften beizulegenden 
Grundeigenschaften, nämlich in folgenden Annahmen: 

Erstens: Die von einem Stromelement J l Ds l auf ein anderes 
Stromelement JDs ausgeübte pondero motorische Kraft ist pro- 
portional dem Product JJ U sonst aber nur noch abhängig von der 
relativen Lage der beiden Elemente. 

Zweitens: Die von einem Stromelement J t Ds t während der 
Zeit dt in irgend einem Punkte eines Conductors inducirte elek- 
tromotorische Kraft ist zerlegbar in zwei respective mit J t 
und dJ x proportionale Kräfte; diese Kräfte sind, abgesehen von 
den genannten Factoren, nur noch abhängig von der relativen Lage, 
sowie von der Aenderung der relativen Lage; sie verschwinden, 
sobald die relative Lage und der Werth von J x constant bleiben. 

Drittens: Jedes Stromelement J^D«! ist, hinsichtlich der 
von ihm ausgeübten pondero motorischen und e 1 e k t r o motorischen 
Kräfte, ersetzbar durch seine sogenannten Componenten. 
(4.) .... Die vierte Voraussetzung besteht in zwei von Ampere ge- 

machten und häufig in Zweifel gezogenen Annahmen: 

Erstens: Die pondero motorische Kraft, mit welcher zwei 
Stromelemente auf einander wirken, fällt zusammen mit ihrer 
Verbindungslinie. 

Zweitens: Die ponderomotorische Wirkung, welche ein 
gleichförmiger geschlossener elektrischer Strom auf ein einzelnes 
Stromelement ausübt, steht gegen letzteres senkrecht. 

Diese Voraussetzungen führen, weil in ihnen die von Ampere 
selber gemachten Voraussetzungen mitenthalten sind, nothwendig zum 
Ampere' sehen Gesetz («.); andererseits aber führen sie auch zu einer 
bestimmten Form des noch fehlenden Gesetzes (9.), nämlich zu folgendem 
Ergebniss: 

(cp.) .... Die resultirende Form des elektromotorischen 

Elementargesetzes.**) — Die elektromotorische Kraft Edt, 
welche ein Stromelement J l Ds l in irgend einem Punkte m eines 
gegebenen Conductors während der Zeit dt hervorbringt, ist zer- 
legbar in zwei Kräfte: 

erstere gerechnet in der Richtung r {Ds^ m-y m), letztere gerech- 
net in der Richtung J x . Dabei haben A 2 y r, d , l dieselben, oder 
wenigstens analoge Bedeutungen wie im Ampere' sehen Gesetze (a.). 
Was die Voraussetzung (2.) betrifft, so sei bemerkt, dass das 
von meinem Vater aufgestellte Integralgesetz (F.) 7 bei der Eruirung 



*) Die Voraussetzungen (3.) und (4.) finden sich im vorliegenden Werke zer- 
gliedert in mehrere Hypothesen auf pag. 36, 36, ferner in mehrere Hypothesen 
auf pag. 112, ferner in eine Hypothese auf pag. 169, und endlich in eine letzte 
Hypothese auf pag. 187. — Dabei ist die grösste Sorgfalt verwendet worden, 
diese einzelnen Hypothesen so scharf wie möglich auszusprechen. 

**) Vergl. pag. 193, sq. 
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Einleitung. IX 

des eben angegebenen Elementargesetzes (9.), nicht in seiner ganzen 
Allgemeinheit, sondern nur insoweit benutzt worden ist, als dasselbe 
auf Stromringe ohne Gleitstellen sich bezieht, so dass es also fraglich 
erscheint, ob dieses Elementargesetz (qp.) mit jenem Integralgesetz 
(F.) auch für solche Stromringe im Einklang ist, die mit Gleit- 
stellen versehen sind. Die betreffende specielle Untersuchung zeigt*), 
dass dieser Einklang in der That vorhanden ist; hierin aber dürfte, 
weil das Gesetz (F.) in allen Fällen, mögen Gleitstellen vorhanden 
sein oder nicht, auf experimentellem Wege als richtig constatirt 
worden ist, ein neues Argument zu erblicken sein zu Gunsten des 
von mir gefundenen Elementargesetzes (9.) 

Von Wichtigkeit dürfte ferner sein, dass bei Zugrundelegung der 
angegebenen Elementargesetze («.) und (<p.) die Integralgesetze (A.) 
und (F.) nicht nur für lineare, sondern in ganz analoger Weise auch 
für körperliche Leiter sich ergeben.**) 

Beiläufig sei erwähnt, dass ich bei meinen Untersuchungen überall 
Rücksicht genommen habe auf die schon vor langer Zeit von mir 
angedeutete Möglichkeit***), dass vielleicht die elektrischen Kräfte 
(ähnlich wie die ordinären Kräfte) proportional sein könnten mit einer 
Function der Entfernung r, welche nur für beträchtliche Entfer- 
nungen identisch mit -y, hingegen- für sehr kleine Entfernungen 

von anderer und noch unbekannter Beschaffenheit ist. Hier in der Ein- 
leitung indessen habe ich , um einen vorläufigen Ueberblick meiner Unter- 
suchungen möglichst zu erleichtern, überall nur den Fall böträcht-» 
lieh er Entfernungen ins Auge gefasstf). 

Unter den Voraussetzungen (1.), (2.), (3.), (4.), erscheint am Be- 
denklichsten die letzte. Mit Rücksicht hierauf erlaube ich mir hinzu- 



*) Vergl. den Satz auf pag. 227 , 228. 

**) Vergl. pag. 165, 176 und 213. 

***) Ich beziehe mich hier auf meine Schrift: „Explicare tentatur, quomodo 
fiat, ut lucis planum polarisationis per vires electricas vel magneticas declinetur" 
{Halts Saxotnun, 1858), welche später in ausführlicherer Gestalt unter dem Titel: 
„Die magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichts" (Halle, 
1863) von Neuem erschienen ist. Vergl. in letzterer Schrift namentlich pag. 16, sq. 
— Dieselbe Anschauungsweise findet man übrigens auch in meinen „Principien 
der Elektrodynamik" (Programm der Tübinger Universität vom Juli- 1868). 

t) Zur leichtern Orientirung sei bemerkt, dass ich im vorlie- 
genden Werk unter <p und ty durchweg zwei Functionen von r ver- 
stehe, welche für beträchtliche r respective identisch sind mit — 
' ___ r r 

und mit y r - 
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X Einleitung. 

weisen auf eine neuerdings von mir ausgeführte allgemeinere 
Untersuchung*), bei welcher die Voraussetzung (4.) unterdrückt 
ist, die Voraussetzungen (l.) ; (2.)^ (3.) hingegen ungeändert beibehalten 
sind. Das Resultat dieser Untersuchung besteht schlieslich darin, dass 
man für die ponderomotorischen Kräfte wiederum das Ampere' sehe 
Elementargesetz, andererseits für die elektromotorischen Kräfte ebenfalls 
das vorhin angegebene Elementargesetz erhält. — Dieses Resultat 
dürfte einigermaßen dazu angethan sein, das Zutrauen zum Amp er er- 
sehen Gesetz fcu steigern. 

Bekanntlich ist in den letzten Jahreü von Helmholtz der Versuch 
gemacht worden, das Ampere' sehe Gesetz umzustossen, und an seine 
Stelle ein anderes Gesetz treten zu lassen, welches von Helmholtz 
selber in seinem letzten Aufsatz**) als „Potentialgesetz" bezeichnet 
wird. Doch scheint diese Helmholtz' sehe Theorie, wie ich schon 
im vergangenen Jahr äusserte***), und wie ein wenig später auch 
von Riecke bemerkt worden istf), in diametralem Widerspruch zu 
stehen mit einer bekannten experimentellen Thatsache. Denn bringt 
man das Helmholtz' sehe „Potentialgesetz" in Anwendung auf einen 
sogenannten elektromagnetischen Rotationsapparat, so wird das von 
dem Magnet (oder Solenoid) auf den beweglichen Stromleiter ausge- 
übte' Drehungsmoment, berechnet nach dem „Potentialgesetz", noth- 
wendig Null sein, so dass also jener Stromleiter, falls er zu Anfang 
in Ruhe ist, beständig in Ruhe verharren müsste, was der Erfahrung 
widerspricht. 

Dass das erwähnte Drehungsmoment, nach dem „Potentialgesetz" 
berechnet, Null ist, hat Helmholtz in seinem letzten Aufsatz aner- 
kanntff). Nach seiner Ansicht ist indessen wesentlich Rücksicht zu 
nehmen auf diejenigen Vorgänge, welche bei einem solchen Apparat 
an der Gleitstelle stattfinden; denn an dieser Stelle seien die Strom- 
leiter entweder durch Quecksilber oder (im Falle federnder Reibung) 
wenigstens durch eine dünne Uebergangsschicht mit einander ver- 
bunden; nach dem „Potentialgesetz" müssten aber die Stromfäden im 
Quecksilber oder in der Uebergangsschicht gewisse Winkeldrehungen 



*) Abhandlungen der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., 1873, pag. 419, sq. 
**) Monatsberichte d. Kgl. Akad. zu Berlin vom 6. Februar, 1873. 
***) Ber. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. vom 3. Aug. 1872, pag. 157 (in den 
Separatabzügen auf pag. 16) j vergl. auch die Math. Annalen, Bd. V. pag. 614, 
und d. vorliegende Werk, pag. 77, seq. 

f) Nachrichten d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen vom 14. Aug. 1872, pag. 8. 
ff) Monatsbericht d. Kgl. Akad, zu Berlin vom 6. Februar 1873, pag. 102, 
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machen; und hierdurch erkläre sich, dass der bewegliche Stromleiter, 
obwohl das auf ihn selber ausgeübte Drehungsmoment Null ist, den- 
noch in Rotation gerathe*). 

Uebrigens ist zu erwähnen, dass Helm ho Hz gleichzeitig gewisse 
Experimente**) angedeutet hat, mit Hülfe deren es nach seiner An- 
sicht vielleicht möglich sein werde, die Frage, ob das y, Potentialgesetz" 
gegenüber dem Amp er e' sehen Gesetze in Wirklichkeit den Vorzug 
verdiene, zur Entscheidung zu bringen. 

Eine befriedigende Theorie der elektrischen Erscheinungen zu 
finden, ist vielleicht eine Aufgabe für Jahrhunderte. Alles, was in 
theoretischer Beziehung vorläufig geschehen kann, besteht darin, dass 
wir das Gebiet dieser Erscheinungen in verschiedenen Richtungen und 
von verschiedenen Ausgangspunkten mit grösster Sorgfalt zu durch- 
wandern suchen. Im vorliegenden Theil meines Werkes habe ich 
diejenige Richtung weiter zu verfolgen mich bemüht, welche indicirt 
war durch die Arbeiten Ampere's und durch diejenigen meines 
Vaters. In einem später folgenden Theil werde ich mit gleicher 
Sorgfalt diejenige andere Richtung zu verfolgen suchen, welche 
indicirt ist durch die Arbeiten Weber' s und Kirchhoff s. 

Leipzig, 1. Juli 1873. 

Cprl Neum^nn, 



*) Die betreffende Stelle des Helmholtz 1 sehen Aufsatzes (l. c. pag. 102) 
lautet wörtlich: 

„Wenn, wie in dem Beispiel des Hrn. Riecke, ein Radius eines Kreises den 
„Strom vom Mittelpunkt desselben, um den er drehbar ist, zur leitenden Peripherie 
„führt, und dabei unter dem Einfluss anderer concentrischer Kreisströme steht, 
„so wirkt, wie Hr. Riecke richtig bemerkt, nach dem Potentialgesetz unmit- 
telbar gar keine Kraft auf den festen Theil des Radius, dessen relative Lage 
„gegen die Kreisströme sich nicht verändert, und es kommt allein das Kräftepaar 
„zur Erscheinung, welches auf die Uebergangsschicht an der Gleitstelle wirkt, 
„Dieses aber bedingt in der That den ganzen Erfolg." 

**) 1, c. pag.. 103, 104. 
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Verbesserungen. 

Seite 38, Zeile 4 v. o. setze man Q\f) statt (*(r). 



77 ist dem Passus Zeile 7 — 19 v. o. eine etwas andere Gestalt an geben, nämlich folgende: 
„Unterwirft man die in solcher Weise sich ergebenden elementaren Drehungs- 
momente einer näheren Untersuchung, so zeigt sich (und zwar für jeden be- 
liebigen Werth der Constanten k) volle Uebereinstimmung mit den Anforde- 
rungen des allgemeinen Princips der Action und Reaction. — Soweit also würde 
kein Einwand zu erheben sein . . . .". 

Ich verdanke diese Berichtigung einer gelegentlichen Bemerkung von Helm- 
holtz (Monatsberichte der Berliner Ak. d. Wies., Februar 1873, pag. 94). 

214, in der Ueberschrift des § lese man „elektromotorischen" statt „elektrischen". 

238, Zeile 16 v. o. setze man „Arbeit S" statt „Arbeit *". 

250, in der Ueberschrift des § lese man „und" statt „oder". 
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Erster Abschnitt. 

Ueber die Art und Weise, in welcher das allgemeine Axiom 

der lebendigen Kraft benutzt werden kann zur näheren 

Erforschung der elektrischen Kräfte. 

Abgesehen von d ; asen Erörterungen über das genannte Axiom, enthält der Ab- 
schnitt mancherlei Präliminarien, so z. ß. die Fundamentalgleichungen für die 
Wirkung der ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte. 



§. 1. Ueber die Bewegung der elektrischen Materie im Innern eines pon- 
derablen Körpers, und die damit verbundene Wärmeentwicklung* 

Die elektrische Materie im Innern eines gegebenen ponderablen 
Korpers werde durch irgend welche Ursachen oder Kräfte (deren Ent- 
stehung und Beschaffenheit vorläufig ganz dahingestellt bleiben mag) 
in Bewegung versetzt und in Bewegung erhalten; in Folge dessen 
wird offenbar die Vertheilung dieser Materie von Augenblick zu Augen- 
blick eine andere werden. Es soll der Zusammenhang, in welchem 
Bewegung und Vertheilung zu ei nander steh en, näher untersucht 
werden. 

Dabei ist zu bemerken, dass man unter der elektrischen Be- 
wegung die relative Bewegung der elektrischen Materie in Bezug 
auf die ponderable Masse versteht; demgemäss mag der Betrachtung 
ein rechtwinkliges Axensystem (v, ty, j) zu Grunde gelegt werden, 
welches mit der ponderablen Masse des gegebenen Körpers in starrer 
Verbindung steht, an der etwaigen Bewegung dieser ponderablen Masse 
also theilnimmt. Auch sei vorausgesetzt, dass die zu betrachtende 
elektrische Bewegung eine stetige ist, so dass sie also ihrer Richtung 
und Stärke nach als constant angesehen werden darf für alle Puucte 
eines unendlich kleinen Volumelements und für alle Augenblicke eines 
unendlich kurzen Zeitintervalls. 

Construirt man an irgend einer Stelle £, t), $ im Innern des Kör- 
pers ein Flächenelement Do ; senkrecht gegen die zur Zeit t daselbst 
vorhandene elektrische Bewegung, so kann die während des Zeit- 
elementes dt durch D gj hindurchfliessende Elektricitätsmenge bezeich- 
net werden durch: 

Neu mann, die elektrischen Kräfte. \ 
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Elektrische Bewegung und Vertheilung. 



(1.) Jdt, 

oder auch durch: 

(2.) iDadt, 

wo alsdann J (= i D o) die Stärke des durch Do gehenden Stromes^ 
andererseits i die Stärke der im Puncte r, t), J vorhandenen Strö- 
mung genannt wird. Denkt man sich die Strömung i geometrisch 
dargestellt durch eine (vom Punct y, t), j ausgehende) Linie von ent- 
sprechender Richtung und Länge, so werden die senkrechten Pro- 
jectionen dieser Linie auf die Coordinatenaxen bezeichnet als die 
Strömungscomponenten. Sind die Werthe dieser letztern also 
u, fr, xo, so wird u 2 -f-t> 2 -f-U) 2 = & 2 sein. 

Diese Definitionen vorausgeschickt, soll nun zunächst diejenige 
Elektricitätsmenge dp berechnet werden, welche während der Zeit dt 
hindurchfliesst durch ein im Innern des Körpers beliebig gegebenes 
Flächenelement Do. 

Wir construiren parallel mit der durch Do gehenden Strömung i 
einen Cylinder, welcher die Peripherie des Elementes Do zur Leit-. 
curve hat, und construiren ferner in diesem Cylinder einen, senk- 
rechten Querschnitt Do, unendlich nahe an Do. In Folge der 
vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in den Puncten 
des von Do, Do begrenzten Cylindersegmentes überall einerlei Stärke 

und Richtung, also überall die Stärke i 
und die Richtung des Cylinders. Die ge- 
suchte, während der Zeit dt durch Do 
fliessende Elektricitätsmenge dp ist daher 
ebenso gross wie die während dieser Zeit 
durch D o fliessende, und besitzt folglich, 
nach (2.), den Werth: 

(ß.) dp = iDadt. 

Hierfür kann, weil Do = Do cos (i, N) 
ist, auch geschrieben werden: 

(4.a) dp = i cos (i, N) Do dt, 
oder auch: 

(4.b) dp = [u cos (r, N) -f & cos (t), N) -f n> cos (j, N)] Do dt. 
Denn es soll N die Normale von Do vorstellen; und es sind also 
(i, N) und (?, N), (ty, N), ($, N) diejenigen Winkel, unter welchen 
die Normale N gegen i und gegen die Coordinatenaxen geneigt ist. 
Gleichzeitig sollen u, fr, tfr die Componenten von i vorstellen. 

Die Formel (4.a,b) repräsentirt den analytischen Aus- 
druck für diejenigeElektricitätsmengeefyi, welche durch ein 
völlig beliebig gegebenes Flächenelement Do, und zwar 
in dem durch die Normale N indicirten Sinne, während 
der Zeit dt hindurchfliesst. 



Fig. 1. 
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Elektrische Bewegung und Vertheilung. 3 

Bringt man das Element Do (ohne seinen Ort zu ändern) suc- 
cessive in diejenigen speciellen Lagen Do,, Do 2 , Do 3 , bei denen seine 
Normale N parallel ist mit der p, ty=, $ = Axe, so geht die Formel 
(4.b) successive über in: 

dfi t = u Do, dt, 
(5.) (j/*2 = DDo 2 ^, 

r7ft 3 = n) Do 3 dt. 
Diese Ausdrücke sind vollkommen analog mit dem Ausdruck (2.). 
Demgemäss ergeben sich conforme Definitionen einerseits, aus (2.), 
für die Strömung i, andererseits, aus (5.), für die Strömungs- 
componenten u, fc, tt>. 

Zufolge (2.) wird nämlich die Strömung selber (d. i. i) zu 
definiren sein als diejenige Elektricitätsmenge, welche durch ein gegen 
ihre B^wegungsrichtung senkrechtes Flächenelement von der 
Grösse Eins hindurchgeht während der Zeiteinheit. 

Andererseits wird zufolge (5.) jede Strömungscomponente 
(d. i. u oder t> oder tt>) zu definiren sein als diejenige Elektricitäts- 
menge f welche während der Zeiteinheit hindurchfliesst durch ein gegen 
die betreffende Axe senkrechtes Flächenelement von der Grösse 
Ein%. 

Es sei nun irgendwo im Innern des Körpers eine geschlossene 
Fläche construirt von beliebiger Gestalt und Grösse; und es seien M 
und M + dM diejenigen Elektricitätsn: engen, welche innerhalb dieser 
Fläche sich vorfinden zu den Zeiten t und t + dt Alsdann wird : 

M = 2?*Dv, 
( 6 -)~ M + m _ z^e + d ± dt) Dv, 

wo die Summation (oder Integration) 2J sich hinerstreckt über alle inner- 
halb der Fläche vorhandenen Volumelemente Dv, und wo s die Dich- 
tigkeit der elektrischen Materie bezeichnet. 

Die Differenz dfA repräsentirt offenbar diejenige Elektricitätsmenge, 
welche während der Zeit dt durch die einzelnen Elemente Do der con- 
struirten Fläche in das Innere derselben hineingeströmt ist, und kann 
daher nach (4.a,b) so ausgedrückt werden: 

n . dtA = dt . Ei cos (i, N) Do, 

1 ' = dt £[\t cos (y,N) + » cos (\),N) + n> cos faN)] Do. 

Hieraus folgt durch eine bekannte Umgestaltung: Fig. 2. 

( , b > 4M — «.X[|j« + Ü + |5]D T . 

Dabei ist unter N die innere Normale von Do zu 
verstehen, und die Integration £ in (7.a) über alle 
Elemente Do der construirten Fläche, in (7.b) über 
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4 Elektrische Beweguog und Vertheilung. 

alle Elemente Dv des von ihr umschlossenen Volumens ausgedehnt 
zu denken. 

Substituirt man in (7.a,b) den für dfA aus (6.) sich ergebenden 
Werth, so erhält man (nach Portlassung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors dt): v 

(8.a) Zp t ÜY = Ei cos (t, N) Do, 

w — MH+H +, ^ Dt - 

Denkt man sich nun endlich das von der construirten Fläche umschlos- 
sene Volumen als ein unendlich kleines, als identisch mit einem ein- 
zelnen Volumelement Dv, so gewinnen die Formeln (8.a,b) folgende 
Gestaltung: 

/o \ d* t\ 2 * cos (i,N)Do ~ 
(9..) jjD» j^L-D», 

Dabei ist in (9.a) die unendlich kleine Oberfläche des betrachteten 
Volumelements Dv zerlegt zu denken in unendlich kleine Ele- 
mente zweiter Ordnung Do, und über diese Elemente zweiter 
Ordnung hinerstreckt zu denken die mit S bezeichnete Integration. 

Wir betrachten nun ferner die Oberfläche des gegebenen Kör- 
pers, indem wir dabei, der Einfachheit willen, die Annahme machen, 
derselbe sei eingehüllt von einem isolirenden Medium. Es sei Do ein 
Element jener Oberfläche, und es seien ferner M und M -f- dtA die- 
jenigen Elektricitätsmengen, welche auf Do vorhanden sind zu den 
Zeiten t und t + dt] alsdann wird: 

M=7Do, 

( 10 ' *. . ^ /- , dJ 



m + ^m = (t+^|^)do, 



falls nämlich 7 die Dichtigkeit der auf Do ausgebreiteten Elektricität 
vorstellt. Es ist M — (M -f- dtA) = — dM; so dass also dieses 
— dfA als diejenige Elektricitätsmenge bezeichnet werden kann, welche 
das Element Do während der Zeit dt verlassen hat. 

Wir construiren die innere Normale N des Elements Do, con- 
struiren sodann ferner parallel mit der in unmittelbarer Nähe von 
Do vorhandenen Strömung i einen Cylinder, welcher die Peripherie 
von Do zur Leitcurve hat, und construiren endlich in diesem Cylin- 
der einen senkrechten Querschnitt Do, unendlich nahe an Do. In 
Folge der vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in 
den Puncten des von Do, Dca begrenzten Cylindersegmentes überall 
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Das Joule 'sehe Gesetz. 

einerlei Stärke und Richtung, nämlich Fi «- 3 - 

die Stärke i und die Richtung des Cy- 
linders. Jene während der Zeit dt 
das Flächenelement Do verlassende 
Elektricitätsmenge — dfA ist daher von 
gleicher Grösse mit derjenigen Elektri- 
citätsmenge, welche während dieser Zeit 
durch Do hindurchfliesst, und hat also 
nach (3.) den Werth: 

(11.) — dl* = iD<ödt. 

Hieraus folgt: 

(12.) dl*= - iVadt. 

Diese Formel aber kann [vergl. die früher bei (4.a,b) ausgeführten 
Operationen] leicht in folgende Gestalten versetzt werden: 

(13.a) dlA = — i cos (i,N) Do dt, 

(13.b) = — [u cosfotf) + * cos (9, N) + to cos(j, N)] Do dt. 

Substituirt man endlich hier für dM den aus (10.) sich ergebenden 
Werth, so erhält man (nach Fortlassung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors dt): 

(14.a) — Do = — i cos(i,N) Do, 

(14.b) = — [u cosfoiV) + & cos(ty, N) -f tt) cos (j, JT)] Do. 

Die Formeln (9.a,b) und (14.a,b) repräsentiren den ge- 
suchten Zusammenhang', der zwischen den elektrischen 
Dichtigkeiten e, J einerseits; and den elektrischen Strö- 
mungen u, tt, to andererseits stattfindet. 



In Betreff der durch die elektrischen Strömungen sich entwickelnden 
Wärme gehen wir aus von dem (experimentell gefundenen) Joul er- 
sehen Gesetz, demzufolge die in einem Drahtelement durch einen 
elektrischen Strom erzeugte Wärmemenge proportional ist mit dem 
Quadrat der Stromstärke, proportional dem sogenannten Widerstände 
des Drahtelements und proportional der Zeit. Ist also Ds die Länge, 

Ds 

q der Querschnitt, h die Leitungsfähigkeit, mithin t- der Widerstand 

des Drahtelements, und ist ferner J die Stromstärke, so wird die in 
dem Element während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge 
dQ den Werth haben: 

(15.) dQ = ^l dL 
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6 Das Joule'öche Gesetz. 

Denkt man sich die Maasseinheiten für die räumlichen Dimensionen, 
für die Zeit und für die Stromstärke in irgend welcher Weise fest- 
gesetzt, so wird man trotzdem aus dieser Formel (15.) für die Wärme- 
menge dQ sehr verschiedene Zahlenwerthe erhalten je nach der jedes- 
mal für k gewählten Maasseinheit. Diese Willkühr mag beseitigt 
werden. 

Ueber die Maasseinheiten der räumlichen Dimensio- 
nen, der Zeit, und der elektrischen Stromstärken sollen 
allerdings bestimmte Determinationen unterbleiben. Hin- 
gegen soll die für die elektrische Leitungsfähigkeit k zu 
wählende Maasseinheit jenen andern Maasseinheiten in 
solcher Weise adjungirt gedacht werden, dass der aus (15.) 
für dQ sich ergebende Zahlenwerth die entwickelte Wärme- 
menge in mechanischem Maasse darstellt, also diejenige 
lebendige Kraft repräsentirt, welche dieser Wärmemenge 
äquivalent ist. . 

Finden elektrische Strömungen statt in einem Körper von belie- 
biger Gestalt, und ist Dv irgend ein Volumelement des Körpers von 
solcher Kleinheit, dass die elektrische Strömung i in allen Puncten von 
D v einerlei Richtung und Stärke hat, so wird man, um die in diesem 
Volumelement sich entwickelnde Wärmemenge zu ermitteln, dasselbe 
zu zerlegen haben in Elemente zweiter Ordnung, und zwar in 
lauter cylindrische Elemente parallel mit i. Betrachtet man ein 
solches cylindrisches Element für sich allein, und bezeichnet man 
seine Länge mit Ds, seinen Querschnitt mit q, seine Leitungsfähigkeit 
mit k, so findet man für die in demselben während der Zeit dt ent- 
stehende Wärmemenge [nach (15.)] den Werth: 

kq ' 

denn die in dem cylindrischen Element vorhandene Stromstärke 
J ist gleich dem Querschnitt q multiplicirt mit der Strömungs stärke- 
i [vergl. (1.), (2.)]. Dieser Werth kann so geschrieben werden: 

~ dt. 

k 

Die in dem gegebenen Volumelement Dv entstehende Wärmemenge 

dQ ergiebt sich hieraus durch Summation; und hat also den Werth: 

d. i. v # 

i 2 Dv 
(16.) ^ dQ^-j^dt. 

Die beiden Formeln (15.) und (16.) können also ange- 
sehenwerden als der analytische Ausdruck des Joule'scheJi 
Gesetzes für lineare und räumliche Stromelemente. 
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Das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft. 7 

§• 2. Das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft, und die dnrch dasselbe 

postnlirte Function. 

Für materielle Systeme von gewisser .specieller Beschaffenheit, 
welche (strenge genommen) nur unserer Gedankenwelt ange- 
hören, kann der Satz der lebendigen Kraft bezeichnet werden als 
eine unmittelbare mathematische Consequenz unserer mechanischen 
Grundvorstellungen. Solches ist der Fall, sobald das gedachte System 
aus unveränderlichen, discreten Massenpuncten besteht, und von Kräf- 
ten beherrscht wird, welche, abgesehen von den Massen selber, nur 
noch von den augenblicklichen Entfernungen abhängen. Auch ist 
bekannt, dass der Satz in diesem Fall für jeden beliebigen Zeitraum 
t l . . . t 2 seinen Ausdruck findet in der Formel: 

(1.) (T 2 -T 1 ) + (3 2 _3 ; 1 ) = S 12 . 

Hier repräsentirt T die lebendige Kraft des Systemes, und 3F eine 
gewisse dem System eigenthümlich zugehörige Function , deren Werth 
lediglich abhängt vom augenblicklichen Zustande des Systems; 
selbstverständlich sind dabei unter T i} 3f, und T 2 , 3f 2 die den Zeit- 
augenblicken t x und t 2 entsprechenden Werthe von T, 3F zu verstehen. 
Ausserdem bezeichnet S i2 diejenige Arbeit, welche während des Zeit- 
raumes t { . . . t 2 verrichtet wird von den auf das System von Aussen 
her einwirkenden Kräften. 

Ziehen je zwei Massenpunkte m und m des betrachteten Systemes 
einander an nach dem Newton'schen Gesetz, so wird jene in der 
Formel (1.) enthaltene Function 3f sich darstellen als ein Aggregat von 
Termen, deren jeder die Form hat 

tt mm 

— A 

r 

wo K eine Constante, und r die Entfernung zwischen in, m vorstellt. 

Seit langer Zeit hat nun die Vermuthung sich Bahn gebrochen, 
dass ein analoger Satz auch vorhanden sein müsse für jedes 
durch die Natur gegebene materielle System, einerlei, ob unsere 
Vorstellungen über die innere Beschaffenheit eines solchen Systems 
deutlich ausgeprägt oder völlig unbestimmt sind ; und diese Vermuthung 
hat durch nähere Untersuchungen, namentlich über die Erscheinungen 
der Wärme, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt. 

Öiesen Vermuthungen und Untersuchungen zufolge würde die 
Formel (1.) im Falle eines solchen beliebigen Systemes zu ersetzen 
sein durch folgende: 

(2.a) (T 2 - T t ) + (3F 2 - 3F.) = S it - Q l2 ; 

hier repräsentirt Q n dasjenige Quantum Wärme, welches vom System 
während des Zeitraumes t x . . . t 2 ausgestossen, d. i. nach Aussen 
abgegeben wird [wobei selbstverständlich eine etwaige E ins chluckung 
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8 Das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft. 

von Wärme als negative Ausstossung zu rechnen ist]. Nimmt 
man statt des Zeitraumes t ] . . . t 2 ein unendlich kleines Zeitelement 
dt, so wird die Formel (2.a) so zu schreiben sein: 

(2.b) äT+d a S( = dS-dQ i 

oder auch so: 

(2.c) dT+dQ + d% = dS. 

Dieses durch (2. a, b, c) ausgesprochene allgemeine Axiom unter- 
scheidet sich von dem speciellen Satze (1.) nicht nur durch das hin- 
zugetretene calorische Glied, sondern namentlich auch durch, die Be- 
deutung von 3F. In beiden Fällen allerdings ist unter 3r eine dem 
System eigentümlich zugehörige Function zu verstehen, deren augen- 
blicklicher Werth immer nur abhängt vom augenblicklichen Zu- 
stande des Systemes. Während aber diese Function in jenem spe- 
ciellen Satze (1.), auf Grund der bestimmt vorausgesetzten Beschaffen- 
heit des Systemes, ihrem analytischen Ausdrucke nach in völlig 
bestimmter Weise angegeben werden kann, wird sie in dem all- 
gemeinen Axiom (2.a,b, c) im Allgemeinen gänzlich unbekannt sein, 
ebenso unbekannt wie die Beschaffenheit des Systemes selber. Dem- 
gemäss wird das allgemeine Axiom, auf Grund der Formel (2.c), so 
auszusprechen sein: 

Allgemeines Axiom. Für jedes durch die Natur ge- 
gebene materielle System existirt eine durch den augen- 
blicklichen Zustand des Systemes sich bestimmende Func- 
tion 3F von solcher Beschaffenheit, dass die während 
irgend eines Zeitelementes dt von den einwirkenden äus- 
seren Kräften verrichtete Arbeit immer in drei Theile 
zerlegt werden kann, von denen der erste gleich gross ist 
mit der während der Zeit dt im System sich entwickelnden 
Quantität lebendiger Kraft, von denen ferner der zweite 
gleich gross ist mit der während dieser Zeit vom System 
ausgestossenen Wärmemenge, und von denen endlich der 
dritte gleich ist dem vollständigen Differential jener 
Function 3f. 

Dabei ist, wie der Einfachheit willen im Folgenden stets geschehen 
soll, der Zuwachs dT der lebendigen Kraft des Systemes bezeichnet 
worden als die während der Zeit dt im System sich ent- 
wickelnde Quantität von lebendiger Kraft. 

Bei unsern Untersuchungen werden wir nun von diesem Axiom 
nur für den Fall Gebrauch machen, dass die Temperatur des Systemes 
constant erhalten wird, dass also das System etwa eingetaucht ist in 
eine Wärmequelle von gegebener unveränderlicher Temperatur. Als- 
dann wird die während der Zeit dt vom System ausgestossene 
Wärmemenge dQ zugleich auch diejenige sein, welche während dieser 
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Classification der Kräfte. 9 

Zeit im System sich entwickelt hat; und es kann daher in diesem 
Falle das Axiom, ein wenig einfacher, so ausgedrückt werden: 

Das allgemeine Axiom für den Fall constanter Temperatur. 

Denkt man sich das System in constanter Temperatur er- 
halten, so wird, mit Bezug auf jedes Zeitelement dt, die im 
System entwickelte Quantität von lebendiger Kraft und 
Wärme, vermehrt um das vollständige Differential der 
Function 3F, von gleicher Grösse sein mit der von den äus- 
seren Kräften verrichteten Arbeit. 

Man pflegt die Function 3F zu bezeichnen als die potentielle 
Energie des Systemes. Zweckmässiger aber scheint es, einen Namen 
zu wählen, der nicht mehr andeutet, als was in Betreff der Function 
wirklich zu sagen ist. Demgemäss werde ic}i mir erlauben, dieses 
3r zu bezeichnen als die durch das allgemeine Axiom in Bezug 
auf das gegebene System postulirte Function, oder kürzer, 
als das Postulat des Systemes. 

Es soll nun im Nachfolgenden untersucht werden, in wie weit dieser 
Satz bei Betrachtung elektrischer Vorgänge in Einklang sich be- 
findet mit denjenigen Gesetzen, welche einerseits von Coulomb, 
Poisson nnd Kirchhoff, andererseits von Ampere und meinem 
Vater in Betreff dieser Vorgänge aufgestellt worden sind; und ferner, 
in wie weit dieser Satz, als Axiom oder Princip adoptirt, die Mittel 
darbietet zur Ausfüllung der in jenen Gesetzen noch vorhandenen Lücken. 

Beiläufige Bemerkung. Dass ich den hier erörterten Satz 
als ein Axiom, nicht aber als ein Theorem bezeichne, hat seinen Grund 
darin, dass wir für ein beliebiges materielles System den Inhalt des 
Satzes mit irgend welcher Strenge eigentlich gar nicht auszusprechen 
im Stande sind. Es hindert uns daran zweierlei. Erstens wissen wir 
bei einem solchen ganz beliebigen System nicht zu definiren, was unter 
dem Zustand desselben zu verstehen ist. Zweitens aber könnte sich 
ja bei einem solchen beliebigen System neben lebendiger Kraft und 
Wärme gleichzeitig vielleicht noch irgend ein drittes (mit jenen parallel 
stehendes) Agens entwickeln; und dann würde in die Formel des Satzes 
neben dT und dQ auch noch dieses dritte Agens aufzunehmen sein. 
— Wenn man also auch der Ansicht ist, dass ein Satz dieser Art 
überall in der Natur existirt, so wird trotzdem die specielle Form, 
welche dem Satze in jedem einzelnen Falle zu geben ist, immer nur 
eine hypothetische sein können. 



Ehe ich zur wirklichen Exposition meiner Untersuchungen über- 
gehen kann, sind zunächst gewisse äusserliche Dinge zu besprechen. 
Es ist nämlich im höchsten Grade schwierig, in diesen Gebieten, die 
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10 Classification der Kräfte. 

immer nur stückweise, zu verschiedenen Zeiten und von verschiedenen 
Gesichtspuncten aus behandelt worden sind, eine einheitliche Nomen- 
clatur zu gewinnen, die den Anforderungen der Deutlichkeit und Be- 
quemlichkeit auch nur einigermassen Genüge leistet; und es bedarf 
daher in dieser Beziehung einiger Vorbemerkungen. 

Die elektrischen Vorgänge im Innern eines ponderablen Körpers 
werden zugeschrieben der sogenannten elektrischen Materie. Der Ver- 
theilungszustand dieser Materie mag als elektrische Ladung, anderer- 
seits ihr Bewegungszustand (die Bewegung relativ genommen in 
Bezug auf die ponderable Masse des Körpers) als elektrische Strö- 
mung bezeichnet werden. 

Der elektrische Zustand eines ponderablen Körpers, welcher 
also abhängig ist von den in seinen einzelnen Elementen augenblicklich 
vorhandenen elektrischen Ladungen und Strömungen, geht über in den 
sogenannten natürlichen oder unelektrischen Zustand, sobald 
jene Ladungen und Strömungen an allen Stellen des Körpers Null 
geworden sind. 

Betrachtet man ein System ponderabler Körper, die in irgend 
welchen Bewegungen sich befinden, während gleichzeitig im Innern 
eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden, so können 
die in dem System vorhandenen Kräfte classificirt werden von zwei 
verschiedenen Gesichtspuncten aus, nach ihrem Ursprung und nach 
ihrer Wirkung. 

Hinsichtlich ihres Ursprunges zerfallen sie in solche, welche 
den ponderablen Massen an und für sich inhärent sind, und in solche, 
welche provocirt werden durch die elektrischen Zustände derselben. 
Letzere zerfallen von Neuem in solche, welche von den elektrischen 
Ladungen, und in solche, die von den elektrischen Strömungen her- 
rühren. 

Andererseits sind die Kräfte hinsichtlich ihrer Wirkung einzu- 
teilen in ponderomotorische und in elektromotorische, d. i. in solche, 
welche einwirken auf die Bewegung der ponderablen Massen, und in 
solche, welche einwirken auf die Bewegung der elektrischen Materie. 

In Betreff aller dieser Kräfte sollen die gewöhnlichen Vorstel- 
lungen festgehalten werden. Demgemäss wird anzunehmen sein, dass 

(a.) die der ponderablen Masse inhärenten Kräfte 
keine elektromotorische, sondern nur eine ponderomotorische Wirkung 
haben; und ferner anzunehmen sein, dass dieselben, ausser von den 
ponderablen Massen selber, nur noch von den Entfernungen abhängen. 

Was ferner 
(b.) die durch elektrische Ladung provocirten Kräfte 
betrifft, so wird denselben sowohl ponderomotorische als auch elektro- 
motorische Wirkung zuzuschreiben sein. Hinsichtlich der erstem sollen 
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Die ponderomotorischen Fundamentalgleichungen. 11 

die Vorstellungen von Coulomb und Poisson, hinsichtlich der letz- 
tern diejenigen von Kirchhoff zu Grunde gelegt werden. 
Was endlich 
(c.) die durch elektrische Strömung provocirten 

Kräfte 
anbelangt, so ist denselben ebenfalls sowohl eine ponderomotorische 
als auch eine elektromotorische Wirkung beizulegen. Ihre pondero- 
motorische Wirkung bestimmt sich durch das bekannte Ampere'sche 
Elementargesetz.- Für ihre elektromotorische Wirkung hingegen eiistirt 
bis jetzt noch kein Elementargesetz von hinreichender Zuverlässig- 
keit, sondern nur das von meinem Vater aufgefundene Integra lgesetz. 
— Es soll im Folgenden der Versuch gemacht werden, die hier vor- 
handene Lücke auszufüllen, und zwar unter Benutzung des vorhin 
angegebenen allgemeinen Axiomes (pag. 8, 9). 

Häufig wird es nöthig sein, die Kräfte (a.), (b.), (c.) gleichzeitig 
in Betracht zu ziehen; und hiebei mögen zur Erleichterung der Aus- 
drucksweise folgende einfachere Bezeichnungen und Signaturen ge- 
stattet sein. 

Bezeichnung: Signatur: 

(a.) Kräfte ordinären Ursprungs 

oder kürzer: Ordinäre Kräfte ord. Us, 

(b.)' Kräfte elektrostatischen Ursprungs 

oder kürzer: Elektrostatische Kräfte . . . eist. Us, 
(c.) Kräfte elektrodynamischen Ursprungs 

oder kürzer: Elektrodynamische Kräfte . eldy. Us. 
Sind z. B. X, Y, Z die Componenten derjenigen ponderomotori- 
schen Kraft, welche ein gegebener elektrischer Körper ausübt auf eine 
kleine Kugel, die ebenfalls in irgend welchem elektrischen Zustande 
sich befindet, so wird zu setzen sein: 

-X = (^Qord.Us + (^Qelst.Us + (X)eldy.Us, 
Y = ( F) ord . Us + ( Y)eUt. Us + ( Y )eldy. Us , 
Z = CZ)ord.üs + C^)elst. Us + {Z) e ldy.Vs> 

wo die einzelnen Glieder diejenigen Theile von X, Y } Z vorstellen 
sollen, welche respective ordinären, elektrostatischen und elektrodyna- 
mischen Ursprunges sind. 



§. 3. Ueber gewisse Zerlegungen der sich entwickelnden Quantitäten von 
lebendiger Kraft und Wärme, entsprechend den verschiedenen Kräften. 

Bewegt sich ein ponderables Massenelement M mit den Coordi- 
naten x, y, z unter der Einwirkung einer gegebenen ponderomotori- 
schen Kraft mit den Componenten X, Y, Z, so lauten die Differential- 
gleichungen für diese Bewegung bekanntlich folgendermassen ; 
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12 Die ponderomotorischen Fundamentalgleichungen. 

(3.) Mx = X, My' = Y, M z" == Z, 

vorausgesetzt, dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige Axensystem 
ein absolut festes ist. Dabei bedeuten die Accente Differentiationen 
nach t, d. i. nach der Zeit. Multiplicirt man diese ponderomotori- 
schen Fundamentalgleichungen (3.) mit denjenigen Verrückun- 
gen dx, dy, dz, welche M während der Zeit dt erleidet, so ergiebt sich: 

M (x'dx + y'dy + z" dz) = Xdx + Ydy + Zdz; 
und hieraus folgt successive: 

M(xdx + ydy + z' dz) = Xdx + Ydy + Zdz, 

d M(x'*' + yy +*'*') _ Xdx + Ydy + Zc ^ 

(4.) dT = Xdx + Y<fy + Zdz, 

wo dT dasjenige Quantum lebendiger Kraft repräsentirt, welches in der 
Masse M hervorgerufen wird während der Zeit dt 

Ist die gegebene Kraft X, Y } Z zusammengesetzt aus mehreren 
partiellen Kräften: 

x = x t + x u + ...., 
r = r I +r 11 + ...., 
z = z l + z ll + ...., 

so zerfallt jenes Quantum dT in die entsprechenden Theile: 

(ö.a) dT=(dT) t + (dT) u + ----> 

welche einzeln genommen die Werthe haben: 

/.. . M (dT\ = x, dx + r, <ty + z, <**, 

l - ' (dT)„ = x u «i* + r..rf» + Z a dz, 



Hier haben df#, tft/, dz offenbar genau dieselbe Bedeutung wie vorhin. 
Denn sowohl in (3.) wie in (5.a,b) sind unter dx, dy, dz die Compo- 
nenten derjenigen Verrückung zu verstehen, welche M während der 
Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. 

Die Theile (dT) ly (dT) uy .... können in verschiedener Weise 
benannt werden. So z. B. kann der Theil (dT\ mit vollem Recht 
bezeichnet werden als dasjenige Quantum lebendiger Kraft, 
welches in M während der Zeit dt hervorgerufen wird spe- 
ciell durch Einwirkung der Kraft X l} Y l9 Z x \ andererseits aber 
wird jener Theil {dT\, auf Grund der gewöhnlichen Ausdrucksweise, 
auch bezeichnet werden können als die während der Zeit dt von 
der Kraft X l} Y u Z { auf M ausgeübte (ponderomotorische) 
Arbeit. Für dieselbe Sache ergeben sich also zweierlei Ausdrucks- 
weisen; und es wird im Folgenden zweckmässig sein, je nach Um- 
ständen, bald die eine bald die andere zu benutzen. 

Zerlegungen, welche den durch (5.a,b) angedeuteten analog sind, 
ergeben sich offenbar auch dann, wenn statt eines einzelnen Massen- 
elements M ein aus beliebig vielen Elementen bestehendes System in 
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Betracht gezogen wird. Wird z. B. das gegebene System von Kräften 
beherrscht, die ihrer Natur nach in n Gattungen zerfallen, so ist das- 
jenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der Zeit dt im gan- 
zen Systeme sich entwickelt, zerlegbar in n einzelne Theile, entspre- 
chend jenen n Gattungen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Gleichungen (3.), und folg- 
lich auch die Gleichungen (4.) und (5.a,b) im Allgemeinen unrichtig 
sein werden, falls man, an Stelle des absolut festen Axensystems, ein 
in Bewegung begriffenes Axensystem zu Grunde gelegt sich denkt. 
Denn multiplicirt man jene Gleichungen (3.) mit den Cosinus cc, ß, y 
derjenigen Winkel, unter welchen eine in Bewegung begriffene Axe £ 
gegen die absolut festen Axen x, y, z geneigt ist, so erhält man : 

M (ax + ßy" + yz") = aX + ßY+yZ. 
Diese Gleichung aber hat keineswegs die Form M £" = £, sondern viel- 
mehr die Form: 

Mg' - X = = 
wo X im Allgemeinen von Null verschieden ist. Selbstverständlich 
soll hier unter £ = ax -\- ßy -\- yz -\- d die der Axe £ entsprechende 
Coordinate von M, und unter Z = «X -+- ßY -{- yZ die dieser Axe 
entsprechende Componente von (X, Y, Z) verstanden sein. Das stö- 
rende Glied X hat demgemäss den Werth: 

k = M8" + M {d'x + ß"y + /'*) + 2 M («V + ß'y' + yV). 



Einigermassen Aehnliches ist nun ferner darzulegen in Betreff 
der elektromotorischen Kräfte. 

Auf einen starren Körper von beliebiger Grösse und Gestalt mögen 
einwirken irgend welche- elektromotorische Kräfte, deren Componenten 
gegeben sind als stetige Functionen der Coordinaten und der Zeit, 
folglich einerlei Werthe haben für alle Puncte eines unendlich kleinen 
Volumelementes, und für alle Augenblicke eines unendlich kurzen Zeit- 
intervalls. 

Sind X, ?), 3 ^ e Werthe jener Componenten zur Zeit t für irgend 
eine Stelle r, l), j des Körpers, und bezeichnet Dv ein an dieser Stelle 
construirtes unendlich kleines Volumelement des Körpers, so werden 
die zur Zeit t in Dv vorhandenen elektrischen Strömungscomponenten 
U, fc, tt) bestimmt sein durch die Gleichungen 

(6.) u — *X, » = *?), n> — *3, 

wo h die elektrische Leitungsfähigkeit der in Dv enthaltenen pon- 
derablen Masse vorstellt. Dabei ist vorausgesetzt, das die Bezeich- 
nungen r, ty, j, X, 5), 3 un( ^ u > fc; lu s * cn beziehen auf ein recht- 
winkliges Axensystem, welches starr verbunden ist mit 
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14 Die elektromotorischen Fundamentalgleichungen. 

der ponderablen Masse des betrachteten Körpers. Ob diese 
Masse selber in Ruhe oder Bewegung sich befindet, ist gleichgültig. 

Multiplicirt man diese elektromotorischen Fundamental- 
gleichungen (6.) mit u, fc, tt>, und addirt, so ergiebt sich: 

u 2 + tf + n> 2 = k (Xu + ?)D + 3to). 
Nach dem Joule'schen Gesetz (pag. 6) ist aber die in dem Volumele- 
ment Dv während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ 
dargestellt durch 

_ Dv (u* + »» + w ») dt m . 
a V — ^ ? 

somit ergiebt sich: 

(7.) dQ = Dv (£u + ?> + 3tt>) dfc 

Ist nun die elektromotorische Kraft £, ?), 3 zusammengesetzt 
aus mehreren partiellen Kräften: 

X « & + JE H + . . ., 
S)-?)i + 2)i.+ ..., 

3 = 3i "t 3h 4~ • • •> 

so zerfällt jene Wärmemenge dQ in die entsprechenden Theile: 

(8.a) ^ dQ = (dQ) l + (dQ) n + ..^ 

welche einzeln genommen die Werthe besitzen: 

t* h\ {d ®* = Dv @' tt + 9«» + 3«») at, 

{ } (dQ) n = Dv (S llM + ?)„» + 3, lto ) rf«, 



Hier repräsentiren u, fc, U>, genau ebenso wie früher in (7.), diejenigen 
Strömungscomponenten, welche zur Zeit t im Elemente Dv in Wirk- 
lichkeit vorhanden sind. 

Der Theil (dQ\ wird zu bezeichnen sein als dasjenige Quan- 
tum Wärme, welches in Dv während der Zeit dt hervor- 
gerufen wird speciell durch die Kraft $,, f) { , 3i5 ebenso gut 
könnte man vielleicht dieses (dQ) x auch bezeichnen als die während 
der Zeit dt auf das Volumen Dv von der Kraft £ I; ?),, 3 1 
ausgeübte elektromotorische Arbeit. Doch soll von der letz- 
tern Ausdrucksweise im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden. 

Eine mit (8.a,b) analoge Zerlegung ist offenbar auch ausführbar 
bei derjenigen Wärmemenge, welche im ganzen Körper, oder in 
irgend einem System solcher Körper sich entwickelt. Zerfallen 
z. ß. die auf das gegebene System einwirkenden elektromotorischen 
Kräfte in n Gattungen, so wird die während der Zeit dt im System 
sich entwickelnde Wärmemenge zerlegbar sein in n entsprechende Theile. 

Zu bemerken ist schliesslich, dass die Gleichungen (6.) und folg- 
lich auch die Gleichungen (7.) und (8.a,b) auch dann noch gültig 
sind, wenn an Stelle des mit dem betrachteten Körper starr verbun- 
denen Axensy stemes irgend welches andere Axensystem zu Grunde 
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gelegt gedacht wird; einerlei ob dasselbe absolut fest, oder begriffen 
ist in irgend welcher Bewegung. Mujtiplicirt man nämlich die Glei- 
chungen (6.) mit den Cosinus a, ß, y derjenigen Winkel, unter welchen 
eine in Ruhe oder Bewegung befindliche Axe % gegen die bisher be- 
nutzten Axen ?:, t), $ geneigt ist, so ergiebt sich 

«U + ß* + y» = Hat + ßd + r.3> 
Diese Gleichung aber sagt uns, dass 

v = Ä£ 
ist, falls man nämlich unter ö und E die der Axe | entsprechenden 
Componenten von (u, fc, tt>) und (£, 3), $) versteht. 



Die zuletzt entwickelten Formeln (6.), (7.), (8.a,b) gestalten sich 
ein wenig anders, wenn der betrachtete Körper von linearer Beschaf- 
fenheit, nämlich drahtförmig ist;, denn alsdann wird die elektrische 
Materie im Innern des Körpers an jeder Stelle nur nach einer be- 
stimmten Richtung hin beweglich sein. 

Als Volumelement Dv mag in diesem Falle ein Element des 
Drahtes, d. i. ein kleiner Cylinder genommen werden, so dass Dv 
= qDs ist, wo q den Querschnitt des Drahtes, und Ds die Länge des 
betrachteten Drahtelementes repräsentirt. Von der im Elemente Dv 
oder qDs vorhandenen elektromotorischen Kraft (36, ?), 3) kommt in 
diesem Falle nur diejenige Componente $ zur Geltung, welche 
parallel mit Ds ist. Die in dem Elemente vorhandene elektrische 
Strömung i wird daher mit Ds parallel sein, und ihrer Stärke nach 
sich bestimmen durch die Formel: 
(9) i = Jc% 

W =*(*3l + ?)23 + 3<S); 

es ist nämlich $ = 3E «+?)» + 3 <S, falls man unter % 33, 6 die 
Richtungs-Cosinus von Ds versteht. Der Bequemlichkeit willen mag 
dabei, ebenso wie früher, ein Axensystem zu Grunde gelegt sein, wel- 
ches mit der ponderablen Masse des betrachteten Elementes Dv oder 
#D$ in starrer Verbindung sich befindet. 

Aus (9) folgt durch Multiplication mit i: 

Nun besitzt* die während der Zeit dt in dem Elemente Dv = qDs 
während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ nach dem 
Joule 'sehen Gesetz (pag. 6) den Werth: 





, „ Dv . i 2 . dt 

dQ = - t -; 


somit folgt: 
(10.) 


dQ = Dv .tyi.dt, 
= Ds.yJ.dt. 
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16 * Die elektromotorischen Fundamentalgleichungen. 

Es ist nämlich qi = J, oder (was dasselbe) Dv . i = Ds .• J, voraus- 
gesetzt dass man unter J die in dem betrachteten Element vorhandene 
Stromstärke versteht. 

Ist nun die Kraft £, ?), 3 zusammengesetzt aus mehreren par- 
tiellen Kräften, und folglich die Componente 5ß ebenfalls zusammen- 
gesetzt aus mehreren Theilen: 

■$-$, + $„ + ..., 

so kann die Wärmemenge dQ zerlegt werden in- die entsprechenden 
Theile 

(ll.a) äQ = (dQ) l + (dQ) xl + ..., 

welche einzeln genommen die Werthe besitzen: 
{dQ\ =Ds.% .Jdt, 

( } (dQ) n =Ds.y u .Jdt, 



wo J, ebenso wie in (10.), immer diejenige Stromstärke vorstellt, 
welche während des betrachteten Zeitelementes dt im Elemente Dv 
= qT>s in Wirklichkeit vorhanden ist. 



Es ist schon bemerkt worden, dass die Fundamentalgleichungen (3.): 
(«.) M x" « X, My = Y 7 Mz" = Z 

nur gültig sind für ein absolut unbewegliches Co ordinatensystem, 
und eine ganz andere Gestalt annehmen würden, falls man sie trans- 
formiren wollte auf ein in Bewegung begriffenes Coordinatensystem 5 
dass hingegen die Fundamentalgleichungen (6.) 

(ß.) u — *X, * — *?), » — *3 

gültig sind für jedes beliebige rechtwinklige Coordinatensystem, 
einerlei, ob dasselbe absolut fest ist, oder in irgend welcher Bewegung 
sich befindet. 

Dass die Formeln (0.) als elektromotorische Fundamental- 
gleichungen von mir bezeichnet, und den ponderomotorischen 
Fundamentalgleichungen (a.) zur Seite gestellt sind, wird aller- 
dings bedenklich erscheinen, dürfte indessen einigermassen gerecht- 
fertigt sein durch den 'Umstand, dass fast alle Untersuchungen, die 
über die Bewegung der elektrischen Materie bisher angestellt worden 
sind, auf jene Formeln (ß.) sich stützen. 

In der That begegnet man den Formeln (ß.) nicht nur in den 
Abhandlungen meines Vaters*), sondern ebenso auch in den Schriften 



*) Vergl. F. Neumann: Die mathemat. Gesetze der inducirten elektrischen 
Ströme, in den Abhandl. der Berliner Akad., vorgelesen am 27. October 1847. In 
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Die elektromotorischen Fundamentalgleichungen. . 17 

von Kirchhoff *) und Helmholtz**). Dabei darf indessen nicht 
verschwiegen werden, dass Weber, und ebenso auch Kirchhof^ 
geleitet durch eine höher stehende Theorie, jenen Formeln nur eine 
bedingte Gültigkeit zuerkennen***), dass nämlich denselben nach 
der Anschauungsweise Weber's erst nach Hinzufügung gewisser 
Glieder ein Anspruch auf wirkliche Strenge einzuräumen ist, und dass 
die in solcher Weise modificirten Formeln in der That als Ausgangs- 
punct benutzt worden sind sowohl von Weber selbst bei einer Unter- 
suchung über die elektrische Bewegung in linearen Leitern, als auch 



§. 2. dieses Aufsatzes findet sich nämlich für die in einem linearen Leiter ent- 
stehende Strom starke J= qi der Ausdruck angegeben : 



'-«*--*« dl--*). 



woraus durch Fortlassung des Factors q (des Querschnittes) folgt: 



<-*(*-Si)- 



3tt 
Dort ist unter E — ■=- die an der betrachteten Stelle vorhandene elektromoto- 

os 

rische Kraft zu verstehen, gerechnet in der Richtung des Leiters. Bezeichnet 
man also diese Kraft mit *ß, so erhält man: 

Diese Formel aber entspricht, für den Fall eines linearen Leiters, vollständig 
den von mir aufgestellten Fundamentalgleichungen (ß.) 

*) Vergl. Kirch hoff: Ueber die Bewegung der Elektricität in Leitern, 
Pogg. Annal., Bd. 102, pag. 530. 

**) Vergl. Helmholtz: Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricität 
für ruhende leitende Körper, Borchardt's Journal, Bd. 72, pag. 81. Daselbst 

ist x statt -j- gesetzt. 

***) So sagt z. B. Kirchhoff (Pogg. Ann., Bd. 100, pag. 199) : 
„Bei einem stationären elektrischen Strom ist die Strömung (Stromdich- 
„tigkeit) gleich dem Product aus der, auf die Einheit der Elektricitätsmenge be- 
logenen, elektromotorischen Kraft in die Leitungsfähigkeit; ich mache die An- 
nahme, dass dasselbe auch stattfindet, wenn der Strom kein stationärer 
,M Diese Annahme wird erfüllt sein, wenn die auf die Elektricitätstheilchen 
„wirkenden Kräfte, welche den Widerstand ausmachen, so mächtig sind, dass 
„die Zeit, während welcher ein Elektricitätstheilchen noch in Bewegung bleibt 
„nach dem Auf hören von beschleunigenden Kräften in Folge der Trägheit, als 
„unendlich klein angesehen werden darf selbst gegen die kleinen Zeiträume, 
„welche bei einem nicht stationären elektrischen Strom in Betracht kommen." 

Bei Wiedergabe dieses Citates habe ich mir in sofern eine kleine Abänderung 
erlaubt, als ich an Stelle des von Kirchhoff benutzten Wortes :^, Strom dich - 
tigkeit" eine etwas andere (falls ich nicht irre) von Helmholtz eingeführte 
Benennung, nämlich das schon im Vorhergehenden von mir benutzte Wort 
„Strömung" substituirt habe. 

Neumann, die elektrischen Kräfte. 2 
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18 - Der Plan für die anzustellenden Untersuchungen. 

von Lorberg bei der betreffenden allgemeinern Untersuchung für 
körperliche Leiter*). 

Wie dem auch sei — , bei denjenigen Expositionen, welche hier 
zu geben meine Absicht ist, sollen jene Formeln (a.) und (ß.) als 
wirkliche Fundamentalgleichungen, oder (besser vielleicht aus- 
gedrückt) als die Definitionen der ponderomotorischen und elektro- 
motorischen Kräfte angesehen werden. 



§• 4. Vorläufige Uebersicht Über den Gang und die Ergebnisse der 
anzustellenden Untersuchungen* 

Es sei gegeben ein System von beliebig vielen Körpern, welche in 
beliebigen Bewegungen begriffen sind, während gleichzeitig im Innern 
eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden. Diese 
Bewegungen und inneren Vorgänge finden statt unter dem Einflüsse 
beliebig gegebener äusserer Kräfte und unter dem gleichzeitigen Ein- 
flüsse der in dem System vorhandenen inneren Kräfte. Um nun diese 
letzteren, welche theils ordinären, theils elektrostatischen, theils elektro- 
dynamischen Ursprungs sind, näher zu erforschen, soll von uns zu 
Hülfe genommen werden das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft. 

Auf den ersten Blick wird es vielleicht am Einfachsten erscheinen, 
bei diesen Betrachtungen das gegebene System sich selber zu über- 
lassen, die Einwirkung äusserer Kräfte also auszuschliessen; denn als- 
dann verschwindet dS. Trotzdem ist es zweckmässiger, eine gewisse 
willkührliche Einwirkung auf das System von Aussen her 
uns zu reserviren; um indessen hiebei das Hineintreten neuer und 
unnöthiger Schwierigkeiten zu vermeiden, mag jene willkührliche äus- 
sere Einwirkung bewerkstelligt werden durch Kräfte der bekanntesten 
und einfachsten Art, nämlich durch Fäden, die in irgend welchen 



*) Nach Weber' s Anschauungsweise würden die Formeln (0.), falls sie An- 
spruch auf wirkliche Strenge haben sollen , umzugestalten sein in folgende : 

üg + »-*». 
>ff + <— *S. 

wo fi einen Coefficienten vorstellt, welcher proportional ist mit der Trägheit 
der elektrischen Materie. 

Vergl. Weber: Elektrodynamische Maasbestimmungen, Abhandl. der K. 
Sachs. Ges. d. Wss., Bd. VI, pag. 593— 597; und ferner Lorberg's Aufsatz im 
Borchar dt 'sehen Journal, Bd. 71, pag. 56. 
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Der Plan für die anzustellenden Untersuchungen. lö 

ponderablen Massenpuncten des Systemes befestigt sind, und an denen 
von Aussen her beliebig gezogen werden kann. Solches festgesetzt 
zerfallen sämmtliche Kräfte, von denen das System beherrscht wird, 
in folgende Gattungen. 

(I.) Die eben genannten äusseren Zugkräfte (ponderomotorisch), 
(II.) Die inneren Kräfte des Systems, welche ihrerseits zer- 
fallen in: 
(a.) Kräfte ordinären Ursprungs (ponderomotorisch), 
(b.) Kräfte elektrostatischen Ursprungs (ponderomotorisch und 

elektromotorisch), 
(c.) Kräfte. elektrodynamischen Ursprungs (ponderomotorisch 
und elektromotorisch). 
Die in Paranthese beigefügten Zusätze . sollen andeuten, dass die Kräfte 
(I.) und (IIa) nur ponderomotorisch einwirken, die Kräfte (II.b,c) 
hingegen sowohl ponderomotorisch wie auch elektromotorisch. 

Ausserdem sei endlich noch vorausgesetzt, dass das System (durch 
in geeigneter Weise von Augenblick zu Augenblick erfolgende Wärme- 
ableitungen) in constanter Temperatur erhalten werde. 

Bringen wir nun auf dieses System das allgemeine Axiom der 
lebendigen Kraft: 
(12.) dT+dQ + d% = dS 

in Anwendung, so haben (vergl. namentlich pag. 9) die einzelnen Glie- 
der dT, dQ, dS und d'S folgende Bedeutungen: 

dT und dQ die während eines Zeitelementes dt im System 
sich entwickelnden Quantitäten von lebendiger Kraft und 
Wärme ; 
dS die während der Zeit dt von den Zugkräften (I.) verrichtete 

Arbeit; 
3F eine dem System eigenthümlich zugehörige unbekannte 
Function, welche lediglich abhängt vom augenblicklichen 
Zustande des Systems, und welche zu bezeichnen sein wird 
als das Postulat des Systemes; 
d^r das der Zeit dt entsprechende vollständige Differential 
von 3F. 
Die eben genannten Quantitäten dT, dQ können nun, auf Grund 
der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Methode, zerlegt 
werden in die Theile: 

dT={dT) l + (dT) ll , 
dQ = {dQ) { + (dQ)u, 

entsprechend den vorhandenen Kräften (I.) und (II.). Dabei ist zu 
beachten, dass die Kräfte (I.) keine elektromotorische Wirkung besitzen, 



Digiti 



izedby G00gle 



20 Der Plan für die anzustellenden Untersuchungen. 

folglich auch keine Wärmeentwicklung veranlassen, dass mithin (dQ' n 
gleich Null ist. Somit ergiebt sich also: 

n », dT=~{dT) x + {dT) n , 

K } äQ= (dQ) u . 

Hierdurch aber gewinnt unser Axiom (12.) folgende Gestalt: 

(14.) (dr) I + (dr) II + TO, 1 + <o = <*s. 

% Unter (dT\ ist diejenige lebendige Kraft zu verstehen, welche 
während der Zeit dt im Systeme hervorgebracht wird speciell durch 
Einwirkung der äusseren Zugkräfte (I.), oder [was dasselbe, 
vgl. pag. 12J die von den eben genannten Kräften während der Zeit 
dt auf das System ausgeübte Arbeit. Folglich ist dieses (dT\ 
seiner Bedeutung nach durchaus identisch mit dS. Die das Axiom 
darstellende Formel (14.) reducirt sich somit auf: 

(15.) (**•),. + (<*<?).. + «*3F - 0. 

Die Kräfte (II.) bestehen aus den dreierlei Gattungen (a.), (b.), (c). 
Demgemäss können die Quantitäten (dT) u , (dQ) u den weiteren Zer- 
legungen unterworfen werden: 

{dT\ = (dT) a + (dT) b + (dT) c , 

U J (dQ) n = (dQ)>,+ (dQ) c] 

ein Glied (dQ) a hinzuzufügen, ist überflüssig, weil die Kräfte (a.) 

elektromotorisch unwirksam sind, mithin (dQ) a gleich Null ist. Durch 

Substitution der Werthe (16.) geht das allgemeine Axiom (15.) über in: 

(17.) (dT). + [(dT) t + {dQ) b } + [(dT) c + (dQ) c ] = - d% 
d. i. in: 
(18.) (dT) a + (dT + dQ) b + (d T + dQ) c = - <*3F; 

und hiefür endlich mag, indem man die den Kräften (a.), (b.), (c.) 
beigelegten Signaturen (pag. 11) an Stelle der Indices setzt, geschrie- 
ben werden: 

(19.) (dT) ord . ü8 + {dT + dQ) elBt . UB + (dT + dß)eid y .ü8 = — d% 

Die äusseren Zugkräfte waren bereits beim Uebergange von 
(14.) zu (15.) eliminirt worden; die in (19.) auf der linken Seite befind- 
lichen drei Tenne: 

(20.a) (dT)ord.us, 

(20.b) (dT+dQ) elBt . m , 

(20.c) (dT+dQ)^.^ 

beziehen sich mithin ausschliesslich auf die inneren Kräfte des 
Systems; und das durch jene Formel (19.) ausgedrückte allgemeine 
Axiom stellt also die Anforderung, dass die Summe dieser drei Tenne 
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Der Plan für die anzustellenden Untersuchungen. 21 

(20.a,b,c) das vollständige Differential irgend einer Function 
(— 3P) sein solle, die lediglich abhängt vom augenblicklichen Zustande 
des Systems. 

In Betreff der Kräfte ordinären und elektrostatischen Ursprungs 
existiren bestimmte und ausreichende Elementargesetze. Auf Grund der- 
selben wird sich ergeben, dass die beiden ersten Terme (20.a) und (20.b), 
jeder für sich allein genommen, der genannten Anforderung Genüge 
leisten. Solches constatirt, folgt sodann, dass der dritte Term (20.c) 
für sich allein genommen, ebenfalls jener Anforderung entsprechen 
mues, dass also der dritte Term das vollständige Differential 
einer durch den augenblicklichen Zustand des Systems sich bestimmen- 
den Function sein muss. 

Für die Kräfte elektrodynamischen Ursprungs sind bis jetzt 
keine ausreichenden Elementargesetze von erprobter Sicherheit vor- 
handen. Zur Ausfüllung dieser Lücke soll nun im Folgenden 
der soeben behauptete Satz benutzt werden; dass der diesen 
Kräften entsprechende Term (20.c) ein vollständiges Differen- 
tial ist. 

Zufolge der von uns deducirten Gleichung (19.) unterliegt es 
keinem Zweifel, dass die Summe der drei Terme (20. a, b, c) ein voll- 
ständiges Differential ist. Dass hingegen Analoges auch gelte von den 
beiden ersten Termen, einzeln genommen, mithin auch vom ein- 
zelnen .'dritten Term, — diese Behauptung bedarf noch des Nach- 
weises. 

Nehmen wir einstweilen an, jener Nachweis sei bereits geliefert. 
Alsdann werden die genannten drei Terme ausdrückbar sein durch: 

(21.a) (dT) otd . m = — d% a , 

(21.b) (d T + d #)elst. üs = - dJXö, 

(21.c) (dT + d#W üb d%, 

wo 3f a , %, % Functionen sind, deren jede lediglich abhängt vom augen- 
blicklichen Zustande des Systems und deren Summe nach (19.) iden- 
tisch ist mit der Function 3f; so dass also die Relation stattfindet: 

(22.) % = % a + % + %c 

Nennen wir nun, wie schon festgesetzt wurde, 3F kurzweg das Postu- 
lat des gegebenen Systems, so werden die Theile 3f a , %, 3f c der 
Reihe nach bezeichnet werden können als das ordinäre, elektro- 
statische und elektrodynamische Postulat. 
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22 Die Kräfte ordinären Ursprungs. 



§• 5* Reproduction bekannter Betrachtungen über die Kräfte ordinären 

Ursprungs *). 

Es handelt sich hier um eine weitere Untersuchung des im vor- 
hergehenden Paragraphen näher bezeichneten Sjstemes. Der dort ge- 
nannte Term (20.a): 

(23.) (dT)ord.U8 

repräsentirt dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der 
Zeit dt im gegebenen Systeme hervorgebracht wird speciell durch die 
darin vorhandenen Kräfte ordinären Ursprungs. Dass dieser Term 
ein vollständiges Differential ist, kann mit Hülfe sehr bekannter 
Betrachtungen, welche hier in Kürze recapitulirt werden sollen, leicht 
nachgewiesen werden. 

Das gegebene System von Körpern mag in lauter unendlich kleine 
Elemente eingetheirt gedacht werden; und es seien M und M x 
irgend zwei solche Elemente, einerlei, ob sie demselben, oder verschie- 
denen Körpern angehören. Die ponderomotorische Wirkung, welche 
Jf und M x auf einander ausüben, wird, mit Rücksicht auf die im 
System stattfindenden elektrischen Vorgänge, zusammengesetzt sein aus 
drei Kräften, von denen die eine ordinären, die zweite 1 elektro- 
statischen, die dritte elektrodynamischen Ursprungs ist. Es handelt 
sich im gegenwärtigen Paragraphen indessen nur um die Kräfte ordi- 
nären Ursprungs; und in Betreff dieser ist von uns die übliche 
Voraussetzung gemacht worden, dass sie nurFunctionenderEnt- 
fernungen sind (pag. 10). Folglich sind die Componenten der 
von M x auf M ausgeübten Kraft ordinären Ursprungs von 
der Form: 

a — m m x , 



(24.) iy = - M M X 

Zf = - M M t 



dßr) 
df(r) 



dz, > 

wo x Q , y , ä und x u y Xj z x die Coordinaten von M und M x bezeich- 
nen, und f(r) eine Function der zwischen M und M x vorhandenen 
Entfernung r vorstellt. 



*) Die Hauptabsicht bei dieser Reproduction besteht darin, einigermassen 
einzuleiten in den Gebraueh der im Vorhergehenden eingeführten neuen Be- 
zeichnungsweisen, deren Zweckmässigkeit sich wohl bald in deutlicher Weise 
herausstellen dürfte. 
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Befolgten die ordinären Kräfte das Newton'sche Gesetz in voller 

Strenge , so würde f{f) = sein, unter K eine positive Constante 

verstanden. Das genannte Gesetz bedarf indessen [wie aus den Er- 
scheinungen der Cohäsion, Capillarität und Elasticität deutlich hervor- 
geht] für sehr kleine Entfernungen einer gewissen Modification. 
Unsere Betrachtungen aber sollen sich erstrecken auf sämmtliche 
in dem gegebenen System vorhandenen ordinären Kräfte, also z. B. 
auch auf diejenigen, durch welche in ein und demselben Körper zwei 
benachbarte Massenelemente mit einander verbunden sind. Dem- 
gemäss wird in den Componenten (24.) unter f(r) eine Function zu 
verstehen sein, welche nur für beträchtliche Werthe von r identisch mit 

— — , für sehr kleine r hingegen von noch unbekannter Beschaf- 
fenheit ist. 

Den Componenten (24.) entsprechend, ist der Ausdruck 

das ordinäre Potential der beiden Elemente Jf , M x auf einander; 
folglich der Ausdruck 

(25.) O = ^2J2JM M,f(r) 

zu bezeichnen als das ordinäre Potential des ganzen Syste- 
mes auf sich selber*). 

Bezeichnet nun 

dTJ 

dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der Zeit dt von 
M x in M hervorgebracht wird, und bezeichnet insbesondere 

((ZT 1 )ord.Us 

denjenigen Theil dieses Quantums, welcher seine Entstehung ver- 
dankt den von M x auf M ausgeübten Kräften ordinären Ursprungs 
X \ YJ, Z X (24.) ; so ergiebt sich sofort (vgl. pag. 12, 13): 

(26.) (<*2V)or d . U8 = X *dx + YJdy, + ZJdz,, 

wo dx , dy , d# Q diejenige Verrückung repräsentiren, welche M wäh- 



*) Es soll nämlich in der Formel (25.) zunächst die eine Summation S bei fest- 
gehaltenem M ausgedehnt sein über sämmtliche im ganzen System vorhandenen 
Elemente M t ; sodann aber zweitens die andere Summation S ausgedehnt sein 
über alle M . Jedes Elementen paar wird also doppelt vorkommen im Ausdruck 
ES, hingegen nur einmal im Ausdruck \ SS. In solchem Sinne soll das Zeichen 
SS in Zukunft stets verstanden werden, sobald es sich um Elemente handelt, 
von denen jedes jede beliebige Lage im gegebenen Systeme annehmen kann. 
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24 Cie Kräfte elektrostatischen Ursprungs. 

rend der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. , Hieraus folgt durch 
Substitution der Werthe (24.): 

(27.) (dT *U. m = - Jf Jf, (^dx« + ^dy n + d -^d^, 

= - M Q M l . d f(r), 

wo d f(r) den partiellen Zuwachs von f(r) vorstellt, genommen nach 
der Verrückung von Jf , d. h. denjenigen Zuwachs, welchen f(f) wäh- 
rend der Zeit dt erleiden würde, falls man, ohne die Bewegung von 
M irgendwie zu alteriren, die Bewegung von M t während dieser Zeit 
sistiren wollte. 

Eine mit (27.) analoge Formel ergiebt sich offenbar, wenn man 
umgekehrt die Wirkung von M auf M , in Betracht zieht. Sie lautet : 

(28.) (dT x ») OTd . VB = - M,M X . d v f{r), 

wo d x f(r) den partiellen Zuwachs von f\r) bezeichnet, genommen 
nach der Verrückung von M v . 

Aus (27.) und (28.) folgt durch Addition:. 
(29.) (diy + rf^Vüs = - M,M X . df(r), 

wo df(r) = d Q f(r) + d x f(r) den totalen, d. i. während der Zeit dt 
wirklich erfolgenden Zuwachs von f(r) vorstellt. 

Denkt man sich nun die Gleichung (29.) der Reihe nach auf- 
gestellt für jedwedes Elementenpaar M Q , M t des gegebenen Systems, 
so gelangt man durch Addition all* dieser Gleichungen zu folgender 
Formel* 

(30.) (dT) old . V s = -iZZ M M X df(f) , 

--iI[i2?27Jf Jf 1 /'(r)L 
wo die linke Seite den zu berechnenden Term (23.) repräsentirt. Aus 
(30.) und (25.) folgt nun aber sofort: 

(31.) (dT) OTd . Vs = - dO. 

Somit ist der verlangte Nachweis geführt, nämlich dargethan, dass 
jener Term (23.) ein vollständiges Differential ist. 

Beiläufig folgt aus (31.), dass die früher (pag. 21) mit 5« bezeich- 
nete Function identisch ist mit 0, dass also das ordinäre Postulat 
identisch ist mit dem ordinären Potential. 



§. 6. Ueber diejenigen ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte, 
welche elektrostatischen Ursprungs sind. 

Diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme; welche wäh- 
rend der Zeit dt im gegebenen Systeme hervorgerufen wird speciell 
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durch die Kräfte elektrostatischen Ursprungs, ist im Vorher- 
gehenden, in (20.b), bezeichnet worden mit 

(32.) (dT+dQ^uuv*. 

Es soll nun hier gezeigt werden, dass diese Quantität (32.). ein voll- 
ständiges Differential ist. 

Die repulsive Kraft, welche zwei elektrische Massen 
ft () und /x, in der Entfernung r auf einander ausüben, hat, 
nach dem von Coulomb gegebenen elektrostatischen 
Grundgesetz, den Werth: 

(33.) -W,fi 

und es wird daher der Ausdruck 

(34.) fi p, <p(r) 

zu bezeichnen sein als das elektrostatische Potential der 
beiden Massen fi und p,. 

Gewöhnlich pflegt man dabei <p(r) schlechtweg = - zu setzen. 

Ebenso aber, wie das Newton'sche Gesetz für sehr kleine Entfer- 
nungen einer gewissen Modifikation bedarf, ebenso erscheint es sehr 
möglich, dass einer analogen Modification vielleicht auch das Coulomb'- 
sche Gesetz bedürftig ist. Der grösseren Allgemeinheit willen mag 
daher im Folgenden unter qp(ir) eine Function verstanden sein, welche 

nur für beträchtliche Entfernungen identisch mit -, für sehr 

kleine Entfernungen hingegen von noch unbekannter Beschaffen- 
heit ist. 

Das Coulomb'sche Gesetz giebt an und für sich noch durchaus 
keinen Aufschluss über die eigentliche Wirkung der in Rede 
stehenden Kräfte; und es bedarf daher, um das Gesetz überhaupt 
brauchbar zu machen, irgend welcher accessorischer Annahmen. Die 
Hypothesen, deren man in dieser Beziehung sich zu bedienen pflegt, 
sind folgende: 

Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft elektro- 
statischen Ursprungs B, mit welcher zwei ponderable 
Massenelemente M und M l auf einander einwirken, ist 
jederzeit identisch mit derjenigen Kraft, welche, nachdem 
Coulomb' sehen Geletz, stattfindet zwischen ihren augen- 
blicklichen elektrischen Ladun'gen. 

Nach (33.) wird also jene Kraft B den Werth haben: 

(35.) B — M d -$>, 
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falls man die Entfernung der beiden Elemente M und M Y von ein- 
ander mit r % und ihre augenblicklichen elektrischen Ladungen mit f* ö 
und (i { bezeichnet. 

Zweite Hypothese. Die elektromotorische Kraft elektro- 
statischen Ursprungs dt, welche M t hervorruft in irgend 
einem Punkte m des Elementes M , ist jederzeit identisch 
mit derjenigen Kraft, welche, nach dem Coulomb ; schen 
Gesetz, stattfindet zwischen der augenblicklichen elek- 
trischen Ladung von M l und einer in jenem Puncte m con- 
centrirt gedachten Elektricitätsmenge Eins. 

Nach (33.) hat also die in Rede stehende Kraft 9t den Werth: 



(36.) SR = — ft 



dr 



7 



wo r und (i { dieselben Bedeutungen haben wie in (35.). Denn da m 
ein Punct des Elementes M Q , die Elemente M und M { aber unend- 
lich klein sind, so wird die Entfernung zwischen m und M Y dieselbe 
sein, wie zwischen üf und M x . 

Die zweite dieser Hypothesen dürfte Kirch hoff*) zuzuschreiben 
sein, andererseits dürfte die erste, wenn auch vielleicht niemals mit Be- 
stimmtheit ausgesprochen, doch wohl als eine allgemein übliche 
zu bezeichnen sein. 



Es seien A und B irgend zwei Körper des gegebenen Systems, 
und es mögen die einzelnen ponderablen Massenelemente von A mit 
mit Jf , diejenigen von B mit Jf, benannt sein. Sind (i und [i t die 
augenblicklichen elektrischen Ladungen von M und M \ , so wird- das 
elektrostatische Potential dieser Elemente auf einander durch den Aus- 
druck (34.), folglich das elektrostatische Potential der beiden Körper 
A und B auf einander durch 

(37.) Uab = ZZ (i l*i<p(r) 

dargestellt sein, die Summati on ausgedehnt über alle Elemente von 
A, und über alle Elemente von B. Um in diesem Ausdruck (37.) 
an Stelle der elektrischen Massen (i , ^ die elektrischen Dichtig- 
keiten einzuführen, schicken wir folgende Betrachtungen voran. 

Ein beliebig gegebener ponderabler Körper kann immer in einzelne 
Elemente Jf <*> und Jf< A > in solcher Weise eingetheilt gedacht werden, 
dass die Elemente M® im Innern liegen, die Elemente M (A) hingegen 
zusammengenommen eine längs der Oberfläche hinlaufende Schicht von 



*) Kirch ho ff: Ueber eine Ableitung des Ohm 'sehen Gesetzes, welche sich 
an die Theorie der Elektrostatik anschliesst. (Pogg. Annal. Bd. 78, pag. 506.) 
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Die Kräfte elektrostatischen Ursprungs. 27 

unendlich geringer Dicke DA bilden. Gleichzeitig wird dabei jedes 
einzelne Element M W angesehen werden können als ein kleiner Cy- 
linder, welcher jene Dicke DA zur Höhe, und ein Oberflächenelement 
Dq des Körpers zur Basis hat. — Sind nun in irgend einem Zeit- 
augenblick (i& und (iW die elektrischen Ladungen zweier Elemente 
M& und M&\ so wird offenbar: 

hingegen 

sein. Hier bezeichnet Dv das Volumen von M&, respective von M^ h \ 
und s die räumliche Dichtigkeit der in JfW, respective M (h) ent- 
haltenen elektrischen Materie ; ausserdem bezeichnet D o die Basis des 
(cylindrischen) Elementes JfW, und 7 die Flächen- Dichtigkeit der 
auf Do vorhandenen elektrischen Materie. — Der Werth von pW 
kann übrigens, weil daselbst Dv = Dö . DA ist, auch so geschrieben 
werden : 

(iW — ODA+T)Do ; 

oder weil «DA gegen T verschwindend klein ist, auch so: 

pW =TDö. 
Wir haben also schliesslich die Formeln: 

jyo = £ Dv, 

|p(*> =TDo. 
Diese beiden Formeln aber können zusammengefasst werden zu der 
einen Formel: 

ft = OH, 

falls man nämlich unter die Collectivbezeichnung für Dv, Do, 
andererseits unter H die Collectivbezeichnung für f, 1 versteht. 

Denkt man sich das hier beschriebene Verfahren in Anwendung 
gebracht auf die gegebenen Körper A und J5, so ergeben sich für die 
in irgend zwei Elementen M und M i dieser Körper augenblicklich 
enthaltenen Elektricitätsmengen f* und (i t die Darstellungen: 

(38) £ = O H ' 

Hierdurch geht die Formel (37.) über in: 
(39.) U A b = 2727 O O t H Hj y (r). 



Nach diesen Vorbereitungen mag nun endlich näher eingegangen 
werden auf die eigentliche Aufgabe. Es seien 

(40.) (tfr ')ei8t.U8 und (rfft'Wu. 

diejenigen Quantitäten von lebendiger Kraft und Wärme, welche das 
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28 Die Kräfte elektrostatischen Ursprungs. 

Element M t während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektrostati- 
schen Ursprungs hervorruft im Elemente M . Dann ist (vergl. 
pag. 12): 

(41.) (rfZVW v. = XJ dx„ + F « dy + Z l dz n , 

wo dx , dy 9t ds die Verrückung des Elementes M während der Zeit 
dt vorstellen, und wo X ', Y„\ Z X die Componenten der in (35.) ge- 
nannten ponderomotorischen Kraft R vorstellen. Es ist also: 

X> uu, ^^ X °~ Xl u u ?5EW 

o2^ r« - U q rf y^ *-* - a a a ^ r ) 

^.) jr — f»«^, ^ r — ft ft, ^ , 

Wü ^o> #o> #o un( ' #i> V\> z \ die Coordinaten von M und M, bezeich- 
nen, r ihre gegenseitige Entfernung, endlich /* und ft t ihre augen- 
blicklichen elektrischen Ladungen. Aus (41.) und (42.) folgt: 

(43.) (dT 1 )ei8t.U6= — f^j ( a ^ <^o + j^ dy<> + g^ d£ J, 

wo q> zur Abkürzung steht für <p(r). Hieraus endlich folgt durch 
Substitution der Werthe (38.) 

(44.) WWu, = - O O, HoH, (|^ tf* + |i d y + jj &•)• 

Denkt man sich nun diese auf zwei Elemente M , Jf , bezügliche 
Formel der Reihe nach hingestellt für jedwedes Elementenpaar Jf ü7 
Jf, der beiden Körper A, B, jedoch immer der Art, dass M Q zu A, 
M l zu B gehört, so gelangt man durch Addition alT dieser Formeln 
zu folgendem Ergebnisse: 

(45.) (rfr/Wti. = -^0 0,H ( m(||^o + j^ + |^ ), 

wo die linke Seite dasjenige Quantum lebendiger Kraft vorstellt, wel- 
ches der Körper B während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektro- 
statischen Ursprungs hervorruft im Körper A. 

Was ferner die in (40.) genannte Wärmequantität betrifft, so er- 
giebt sich sofort (vergl. pag. 14): 

(46.) (ÄftVu.- Dv (Vu + ?V»o + So 1 too) <». 

wo Dv das Volumen von M 07 ferner i^, fc , n> die in Jf augen- 
blicklich vorhandenen elektrischen Ström ungscomponenten, endlich 
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V> ?V> Bo 1 die Componenten der in (36.) genannten, elektromotori- 
schen Kraft dl vorstellen. Diese Bezeichnungen. u 0? t> , Vn und Xo 1 , 
3)^, 3o ! flögen bezogen gedacht werden auf ein Axensystem, welches 
mit der ponderablen Masse des Körpers A in starrer Verbindung ist. 

Nach (36.) ist dt = — f» f ^|^. Die Componenten 3E S $V, 3 l 
dieser Kraft haben daher die Werthe; 

*° - ~ ^ -^ r ~ ** ! ~Tj£"' 

f47 ^ n i u ^Ei r l fr-fr _ _ „ MO 

wo ?o> tyo> Xo un( * ?u l)i> Xi die Coordinaten von M und üfj bezeich- 
nen mit Bezug auf das eben genannte Axensystem. Aus (46.) und 
(47.) folgt: 

(48.) (WWu. - - Dt . f», (g it. + |2 » -f. |S! „,„)<**, 

oder durch Substitution des Werthes (38.): 

(49.) (d«,Vü.- ~ Dv„ • 0, H,(|| o u„ + |* » + g w Q ) «K, 

wo <p zur Abkürzung gesetzt ist für q>(r). 

Denkt man sich nun diese auf irgend zwei Elemente M , M x der 
Korper A 7 B bezügliche Formel (49.) der Reihe nach aufgestellt für 
jedwedes Elementenpaar der beiden Körper, so gelangt man durch 
Addition all' dieser Formeln zu folgendem Resultat: 

C50.) (dQS) eM .v.= -dt.ZZ DvoO.H.Q^ito + ll-too + ^TOo), 

wo die linke Seite dasjenige Quantum Wärme repräsentirt, welches der 
Korper B während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektrostatischen 
Ursprungs hervorruft im Körper A. 

Die Formel (50.) kann, wenn man zur augenblicklichen Abkürzung 
den (dem Körper A zugehörigen) Index überall fortlässt, auch so 
geschrieben werden: 

(51.) (d£Ai,t.u. = - dt.HO, H, [z Dv (!? u + |^ » + || to>)] . 

Von den beiderlei Integrationen nach t und nach Dv, welche hier 
in Betracht kommen, lässt sich die letztere nach bekannter Methode 
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30 Die Kräfte elektrostatischen Ursprungs. 

weiter behandeln. Setzt man nämlich das Volumelement Dv = Dr Dty t)j; 
so erhält man successive: 

*Dv(g„+..)«///W4*„+..), 
=-j'fDo <p [ucos (N, V ) + . .] 

-fff»"* »® + ■••)• 

wo Do das Oberflächenelement von A, und N die innere Normale von 
Do bezeichnet. Hieraus folgt mit Rücksicht auf die früher entwickel- 
ten Relationen [(9.a, b) und (14.a ; b), pag. 4, 5) sofort: 

*H%«+-)-+JJ D °*£+fJ'ß> D ^Tr 

oder was dasselbe ist: 

oder wenn man für Dv ; Do die vorhin eingeführte Collectivbezeich- 
nung 0, ebenso für s } 1 die Collectivbezeichnung H in Anwendung 
bringt: 

*D,(*e. + ...)_zo,* 

Somit folgt aus (51.) 

(52.) (<*£,*Wu. = - dt . 2 0, H, [l? ^?tp], 

--£J? 00, (<7H) H,y, 
oder wenn man den unterdrückten Index restituirt: 
(53.) («* &,*).,„». d. = - 2:2; 0, (rfH ) H, 9. 

Durch Addition der Formeln (45.) und (53.) folgt: 

(54.) (dTS+dQ A *)* ut .vs= -^?0 1 H ü H 1 ^*t b + ^ < +||A.) 

Diese Formel aber erlangt, mit Rücksicht auf den für das P9tential 
TJab gefundenen Werth (39.): 

U AB = ZZ OoO^o^cp, 
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sofort die einfache Gestaltung: 

(55.) {dT A B + dielst. Us = - d A TJab. 

Man erkennt nämlich leicht, dass die rechte Seite jener Formel (54.), 
abgesehen vom Vorzeichen, denjenigen partiellen Zuwachs d A U A b dar- 
stellt, welchen das Potential U a b während der Zeit dt annehmen 
würde, falls man die Aenderungen, welche der Körper B hinsichtlich 
seiner räumlichen Lage und seines inneren Zustandes während der Zeit 
dt erleidet, zu Null machen, den Körper A hingegen in beiderlei Be- 
ziehung denjenigen Aenderungen überlassen wollte, welche er während 
der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Es erscheint angemessen, diesen 
Zuwachs d A U A b zu bezeichnen als den partiellen Zuwachs, genom- 
men nach dem Körper A. Die Formel (55.) enthält alsdann fol- 
genden Satz. 

Die vom Körper B während der Zeit dt vermöge seiner 
Kräfte elektrostatischen Ursprungs im Körper A hervor- 
gerufene Quantität von lebendiger Kraft und Wärme ist 
abgesehen vom Vorzeichen immer gleich gross mit dem der 
Zeit dt entsprechenden partiellen Zuwachs des elektro- 
statischen Potentiales der beiden Körper auf einander, 
genommen nach A. 

Analog mit (55.) wird sich offenbar ergeben: 

(56.) (dT ß A + rf<VWu. = - Ab Uab. 

Durch Addition von (55.) und (56.) folgt sodann; 

(57.) (dT** + dT B A + dQ A * + dQB A U«.vs = — d Ü AB , 

wo dJJ A B das vollständige Differential von Ü A b, d. i. denjenigen 
Zuwachs vorstellt, welchen U a b während der Zeit dt in Wirklich- 
keit erfährt. — Sind nun A, B, C, . . t die einzelnen Körper des 
gegebenen Systems, so werden sich mit (42.) analoge Formeln ergeben 
für A, C, für li, C, u. s. w., überhaupt für jedes Körperpäar. Diese 
Formel (57.) kann in Worten so ausgedrückt werden: 

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche 
die beiden Körper A und B während der Zeit dt, vermöge 
ihrer Kräfte elektrostatischen Ursprungs, wechselseitig 
in einander (der erste im zweiten und der zweite im ersten) 
hervorrufen, ist abgesehen vom Vorzeichen immer gleich 
gross mit demjenigen Zuwachs, welchen das elektrosta- 
tische Potential der beiden Körper auf einander während 
der Zeit dt in Wirklichkeit erfährt. 

Dabei ist zu beachten (was auch in der gewählten Ausdrucksweise 
so gut wie möglich anzudeuten versucht ist), dass bei der genannten 
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32 Die Kräfte elektrostatischen Ursprungs. 

Quantität nicht mitgerechnet ist diejenige Menge von lebendiger 
Kraft und Wärme, welche der Körper A während jener Zeit, ver- 
möge der in ihm vorhandenen Kräfte elektrostatischen Ursprupgs, 
in sich selber hervorruft, ebenso wenig die entsprechende Menge 
für B. 

Es bleibt noch übrig, diejenige Quantität von lebendiger Kraft und 
Wärme zu ermitteln, welche irgend ein Körper des Systems, und zwar 
vermöge der in ihm vorhandenen elektrostatischen Kräfte, in sich selber 
erzeugt. Zu diesem Zwecke denken wir uns mit dem Körper A in 
Superposition einen zweiten Körper a, welcher seiner Form und seinem 
inneren Zustande nach mit A völlig identisch ist; dann ergiebt sich 
aus (57.): 

(58.) (dT A a + dT a * + dQ A « + d(f B Vu. = - dü A * } 

oder (was offenbar dasselbe ist): 

(59.) {2dT A A + 2dQ^Ut.v* =-d U A a. 

In Folge der Identität zwischen A und cc kann statt Uacc auch geschrie- 
ben werden Uaa\ jedoch repräsentirt alsdann dieses Uaa, wie man 
leicht übersieht, nicht das elektrostatische Potential des Körpers 
A auf sich selber, sondern den doppelten Werth desselben. Be- 
zeichnet man also das elektrostatische Potential des Körpers A auf 
sich selber mit Ua, so wird jenes Uaa = 2Ua sein. Somit folgt 
aus (59.): 

(60.) (dT A A + <* Meist. us = - W Uaa = - d Ua. 
Diese Formel (60.) führt zu folgendem Satz: 

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche 
der Körper A während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte 
elektrostatischen Ursprungs in sich selber hervorruft, ist 
abgesehen vom Vorzeichen gleich gross mit demjenigen 
Zuwachs, welchen das elektrostatische Potential des Kör- 
pers auf sich selber während der Zeit dt in Wirklichkeit 
erfährt. 

Denkt man sich die Formel (57.) der Reihe nach aufgestellt für 
jedwedes Körperpaar des gegebenen Systemes, und andererseits die For- 
mel (60.) der Reihe nach gebildet für jedweden einzelnen Körper des 
Systemes, so gelangt man durch Addition all' dieser Formeln zu fol- 
gendem Resultat: 

(61.) (dT+ dreist, us = — dü, 

wo links diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme sich 
vorfindet, welche im ganzen Systeme, und zwar in Folge der elektro- 
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statischen Kräfte, entwickelt worden ist während der Zeit dt, und wo 
andererseits U das elektrostatische Potential des Systems auf sich selber 
vorstellt. 

Hiermit ist der verlangte Nachweis geführt, nämlich dargethan, 
dass die in (32.) genannte Quantität ein vollständiges Differen- 
tial ist. 

Beiläufig folgt übrigens aus (61.), dass die von uns früher (pag. 21) 
mit 3fo bezeichnete Function identisch ist mit U } dass also das elektro- 
statische Postulat des gegebenen Systemes identisch ist 
mit seinem elektrostatischen Potential. 



§• 7. Das aus den angegebenen Erörterungen für die Kräfte elektro- 
dynamischen Ursprungs sich ergebende Resultat. 

Durch die beiden letzten Paragraphen ist der Beweis geliefert für 
die Richtigkeit unserer früher (pag. 21) ausgesprochenen Behauptung, 
dass die Quantitäten 

(rfjT)ord.Us 

und 

idT+dQ)^.^ 

vollständige Differentiale sind, also mit Rücksicht auf die damals 
angestellten Erörterungen nachgewiesen, dass die Quantität 

ebenfalls ein vollständiges Differential sein muss. 

Um das in solcher Weise erhaltene Resultat in abgerundeter Form 
hinstellen zu können, müssen wir eingedenk sein derjenigen Voraus- 
setzungen (pag. 18), welche in Betreff des behandelten Systemes unserer 
Untersuchung zu Grunde gelegt waren. Alsdann ergiebt sich für jenes 
Resultat folgende Ausdrucksweise : 

Betrachtet man ein System von beliebig vielen Kör- 
pern, welches (durch von Augenblick zu Augenblick erfol- 
gende Wärmeableitungen) in constanter Temperatur er- 
halten bleibt, welches aber sonst, abgesehen von irgend 
welchen (an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften, sich 
selber überlassen ist, so wird diejenige Quantität von 
lebendiger Kraft und Wärme: 

{dT + d#) e idy.Ü8 

welchedasSystem währendeinesZeitelementesdtf, vermöge 
seiner Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, in sich selber 

Neumann, die elektrischen Kräfte. 3 
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34 D* e Kräfte elektrodynamischen Ursprungs. 

hervorruft, immer das vollständige Differential irgend 
einer Function sein, welche lediglich abhängt von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 

Von diesem Satze soll nun weiterhin Gebrauch gemacht wer- 
den zur Erforschung der noch ziemlich unbekannten Kräfte elektro- 
dynamischen Ursprungs. Es soll also hier zur Erforschung dieser 
Kräfte eine Methode eingeschlagen werden, derjenigen ähnlich, welche 
bereits vor langer Zeit zur näheren Untersuchung der Eigenschaften 
der Gase in Anwendung gebracht ist. 

Bemerkung. — Selbstverständlich wird der eben gefundene Satz 
nur dann anwendbar sein, wenn das betrachtete System aus lauter 
homogenen Conductoren besteht, und nirgends eine Berührung vor- 
handen ist zwischen Conductoren verschiedener Substanz. Denn an- 
dernfalls würden, ausser den von uns in Rechnung gebrachten Kräften 
elektrostatischen und elektrodynamischen Ursprungs, auch noch die- 
jenigen elektrischen Kräfte zu berücksichtigen gewesen sein, denen 
die sogenannten hydroelektrischen und thermoelektrischen Ströme ihre 
Entstehung verdanken. — Aber unsere Hauptaufgabe besteht in der 
näheren Erforschung der Kräfte elektrodynamischen Ursprungs; 
und um bei Verfolgung dieses Zieles das Hineintreten neuer und un- 
nöthiger Schwierigkeiten zu vermeiden, soll in der That im Folgenden 
an der Voraussetzung festgehalten werden, dass das betrachtete 
System aus lauter homogenen Conductoren besteht, und 
nirgends Conductoren verschiedener Substanz mit einan- 
der in Contact sind. 
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Zweiter Abschnitt. 

Ueber die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung 

zwischen zwei linearen Leitern, welche durchflössen sind 

von elektrischen Strömen. 

Das von Ampere für diese Einwirkung aufgestellte Elementargesetz und die 
auf dieses Gesetz basirte Theorie werden, in etwas erweiterter Gestalt, von 

Neuem dargelegt. 



§• 8« Darstellung der von Ampere gegebenen Theorie in etwas ' 
erweiterter Gestalt. 

Ampefe stellte sich die Aufgabe, die ponderomotorische Einwir- 
kung zweier elektrischer Stromelemente auf einander zu ermitteln, und 
ging dabei aus von gewissen Prämissen, die theilsweise allerdings eine 
Stütze finden in den Ergebnissen seiner experimentellen Unter- 
suchungen, strenge genommen aber als mehr oder minder hypothe- 
tisch zu bezeichnen sind. Diese A mp er e 'sehen Prämissen oder Hy- 
pothesen mögen alle , mit Ausnahme einer einzigen *), adoptirt werden. 
Es mögen nämlich unsere Betrachtungen ihren Ausgang nehmen von 
folgenden Annahmen: 

(1.) Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft, mit 
welcher zwei Stromelemente Ds und Ds t auf einander ein- 
wirken, fällt ihrer Richtung nach zusammen mit der Ver- 



*) Diejenige der Ampere'schen Hypothesen, welche hier noch fehlt, kann 
am Einfachsten so ausgesprochen werden: 

Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung zweier elektrischen 
Stromelemente aufeinander ist, falls man die Winkel, welche die 
Elemeute mit ihrer Verbindungslinie und mit einander einschliessen, 
constant erhält, umgekehrt proportional mit dem Quadrate ihrer 
Entfernung. 

Es erscheint sehr möglich, dass diese Hypothese — ähnlich dem Newton- 
schen Gesetz — nur annehmbar ist für beträchtliche Entfernungen, nicht aber 
in solchen Fällen, wo die Entfernungen äusserst klein sind. Hierin liegt der 
Grund dafür, dass wir diese Hypothese vorläufig ausgeschlossen haben. 
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bindungslinie der beiden Elemente. Sie ist proportional 
mit den Längen Ds und Ds t der beiden Elemente, und ab- 
gesehen von diesen Factoren nur noch abhängig von der 
relativen Lage der beiden Elemente und von ihren Strom- 
stärken. 

(2.) Zweite Hypothese. Sie ist mit jenen Stromstärken 
J und J t proportional, und schlägt also in ihr Gegentheil 
um, sobald in einem der Elemente die Stromrichtung um- 
gekehrt wird. Sie ist für zwei zu ihrer Verbindungslinie 
senkrechte und zu einander parallele Stromelemente at- 
tractiv im Falle gleicher, repulsiv im Falle entgegen- 
gesetzter Stromrichtung. 

(3.) Dritte Hypothese. Ein Stromelement J t Ds l kann, 
was seine ponderomotorische Wirkung auf ein anderes 
Stromelement betrifft, ersetzt werden durch seine recht- 
winkligen Componenten J t Dx v J t T>y v J t D0 v 

(4.) Vierte Hypothese, Die Wirkung eines geschlosse- 
nen Stromes auf ein einzelnes Stromelement steht gegen 
letzteres senkrecht. 

Es seien a und b zwei Stromelemente; a stehe senkrecht gegen 
die gegebene Ebene MN, und habe seinen Mittelpunkt in derselben; 
andererseits besitze b eine beliebige Lage. Zwei zu a und b in Bezug 
auf MN symmetrisch gelegene Stromelemente seien bezeichnet mit 

d und V ; so dass also z. B. 

Flg> 4 ' d y abgesehen von der ent- 

y* gegengesetzten Richtung, 

identisch ist mit a selber. 

Alsdann wird offenbar die 

« Kraft jR zwischen den Ele- 

M 1 „ > c & menten a, b gleich gross 

sein mit derjenigen Kraft 
JJ, welche stattfindet zwi- 
schen a, b'\ was ange- 
deutet sein mag durch die 
Formel: 

(5.) B (a, b) = B (d , V). 

Nimmt man statt b ein in der Ebene MN gelegenes Element c, so 
fällt gleichzeitig auch V zusammen mit c; und man erhält also: 

(6.) B (a, c) = B (a , c). 

Nun ist aber nach der Hypothese (2.): 

(7.) B (a, c) = — B {d , c). 



\ 
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lineare Leiter. — Ampere 1 s Elenientargesetz. 
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Aus diesen beiden Formeln (6.), (7.) folgt sofort: 



(8.) 



R (a, c) — jB (a , c) — 0. 



D. h. die Wirkung zwischen zwei Stromelementen ist immer Null, 
wenn das Eine in einer Ebene sich befindet, die durch das andere 
senkrecht hindurchgeht*). Oder anders ausgedrückt: 

(9.) . . . Bezeichnet r die Verbindungslinie zweier 
Stromelemente, so wird die Einwirkung der beiden Ele- 
mente auf einander immer Null sein, sobald das eine senk- 
recht steht gegen die durch das andere und durch r sich 
bestimmende Ebene. 

Vermöge dieses Satzes (9.) und der Hypothesen (1.), (2.), (3.), 
(4.) wird es nun möglich sein, die von zwei beliebig gegebe- 
nen Stromelementen auf einander ausgeübte Wirkung näher zu be- 
stimmen. 

Zunächst ist diese Wirkung nach (1.) proportional mit den Längen 
Ds, ÜSj und mit den Stromstärken J, J x der beiden Elemente; also 



(10.) 



R (Da, Vs x ) = JDs . JDs, . P, 



Fig. 5. 



wo P abhängt von der relativen Lage der beiden Elemente, d. i. von 
ihrer Verbindungslinie r, von den Winkeln 
#, #!, unter welchen sie gegen r, und von 
dem Winkel €, unter welchem sie gegeneinan- 
der geneigt sind. Somit ist zu schreiben: 

(11.) R (Ds, Ds,) = JDs . J x Ds { . P (r, #, 4> l9 e). 

Bilden die Elemente Ds, ÜSj mit ihrer 
Verbindungslinie r zusammen ein und dieselbe 
gerade Linie, oder sind sie andererseits senkrecht 
gegen r und parallel zu einander, so werden 
an Stelle der unbekannten Function 

P (r, #, *„ s) 

folgende speciellere Fälle derselben zur Geltung 
kommen: 




*) Es ist nämlich (mit Bezug auf Figur 4) wohl zu beachten, dass das Ele- 
ment b eine beliebige Lage im .Räume, und folglich das Element c eine beliebige 
Lage in der Ebene MN besitzt. Denkt man sich also in der Ebene MN die 
Verbindungslinie r der beiden Elemente a und c construirt, so wird die Richtung 
von c keineswegs zusammenfallen mit r, sondern im Allgemeinen gegen r unter 
irgend welchem Winkel geneigt sein. 
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P(r, 0,0,0) -J(r), 
< 12 -) P (r, **,**, 0) -* (r). 

Diese speciellen Functionen sind nur noch abhängig von r, und dem- 
gemäss bezeichnet mit Q(r) und Q(r). 



Die allgemeine Function P lässt sich reduciren auf die 
speciellen Functionen q, q. — Um solches darzuthun, führen 
wir ein rechtwinkliges Axensystem ein, dessen x-Axe mit der Linie r 
zusammenfällt, während die y- und #-Axe beliebige Lagen haben, und 
bezeichnen die diesen Axen entsprechenden rechtwinkligen Compo- 
nenten von Ds und Ds, mit Dx, Dy, Dz und Dx v Dy v Dz v Als- 
dann ist nach der Hypothese (3.) 

(13.) R(Ds, Ds,) — R{Ds, Da?,) + R(Ds, Di/,) + R(Ds, D*,), 

und durch nochmalige Anwendung desselben Satzes: 

(14) R(Ds, Ds,) = R(Dx, Dx { ) + R{Dx, D*/,) + R(Dx, Dz x ) 
+ R(Dy, Dx { ) + R(Dy, Dy,) + 2?(Dy, D*,) 
+ R(Dz, Dx { ) + R{Dz, Dy,) + J?(D*, 0*,). 

Von den neun Kräften rechter Hand sind aber, wie aus (9.) folgt, alle 
Null mit Ausnahme der in der Diagonale stehenden; so dass man 
erhält: 
(15.) JB(Ds, Ds,) = R(Dx, Dx t ) + R(Dy, Dy,) + R(Dz, D* f ). 

Endlich lassen sich die drei Kräfte, welche jetzt noch auf der rechten 
Seite stehen, leicht ausdrücken vermittelst der speciellen Funtion q, q. 
Man erhält nämlich aus (11.) und mit Rücksicht auf (12.): 

R(Dx, Dx t ) = JDx . J l Dx l . P (r, 0, 0, 0) == JDx . J l Dx i . g(r), 
R(Dy, Dy,) = JDy . J { Dy, . P (r, \% y ±n 9 0) = JDy . J,Dy Y . £(r). 
R (Dz, Dz t ) = JDz . J, Dz { . P(r,£jr, ±it, 0) = JD* . J, D*, . {!(*■). 
Somit folgt 

(16.) R (Ds, Ds,) = JJ t [Dx Dx { q(t) + (Dy Dy, + D* D*,) <>(r)], 
oder: 

(17.) E(Ds,Ds,) = JDs . J,Ds, [AA, q(t) + (BB, + IT,)e(r)], 

wo A, B, T und A,, B,, I", die Eichtungscosinus von Ds und Ds, be- 
zeichnen. Zufolge der Bedeutungen von #, & v s ist nun offenbar: 
A = cos #, A, = cos ^ , 
AA, + BBj + TT, = cos e, 
BB A -(- ff, = cos« — cos # cos #,. 
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Somit folgt: 

(18.) B (Ds, DO = J Ds . J t Ds t [cos # cos » x . q (r) 

+ (cos € — cos # cos o^) p (r)] . 

Der hier in [ ] stehende Ausdruck repräsentirt, wie aus (11.) zu er- 
sehen, die zu ermittelnde allgemeine Function- P. Die Reduction 

derselben auf die speciellen Functionen q, q ist also vollendet. 



Die beiden Functionen q und q lassen sich reduciren 
auf eine einzige, ebenfalls nur von r abhängende Function. 

— Um solches zu zeigen, schreiben wir zunächst die Formel (18.) in 
folgender Weise: 

(19.) B = JDs . J l Ds l [g(r) cosAxos^-f- q(t) (cosa — cos#cos#,)], 

wo jß, um die Vorstellung mehr zu fixiren, diejenige repulsive Kraft 
vorstellen soll, welche von Ds, ausgeübt wird auf Ds, so dass also 
der Werth von B, positiv oder negativ sein wird, je nachdem diese Kraft 
die Entfernung r zu vergrössern oder zu verkleinern strebt. 

Sind nun, mit Bezug auf ein beliebig gewähltes rechtwink- 
liges Axensystem x, y, z und x v y lf z x die Coordinaten von Ds und 
Ds {9 so ergiebt sich: 

r* = (x - x,y + {y- ytf +, [z - *,)*, 

dr , .dx , . s dy . , J« 

dr . .dx. . s dy< , . dz* 

— d JL 4_ g V — dxdx \ dydVi dzdz x 
dsds~ x ~*~ r dsds x ~ ds~ds x ds ds t ds ds t ' 

wo — und 7 -— Differentiationen nach den Richtungen der beiden Ele- 

ds ds x ö 

mente Ds und Ds x vorstellen sollen. Aus diesen Formeln ergiebt aber 

sich sofort: 

dr 

— = cos & (vergl. Fig. 5 auf pag. 37), 

Co 

- = _cos^, 

drdr d' 2 r 

teds^'dFdit - "™**' 

d 2 r 
r = — cos s + cos # cos #•«.* 

ds ös x ' 1 
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Somit folgt aus (19.): 

(20.) B = JDs . J v D Sl [- ftr) . % £ - } (r) . r^]. 

Hiefür kann geschrieben werden: 



(21.) B — JDs.JiDSi 



dr dsds.' 



wo #, rj) neue Functionen von r sind, welche mit p(r), p (r) zusam- 
menhängen durch die Relationen: 

( 22 -) ^ j, 

Zur Abkürzung sollen nämlich die Differentialquotienten nach r durch 
Accente angedeutet werden. 

Um nun q, q oder (was dasselbe ist) %, i> auf eine einzige Func- 
tion zu reduciren, bringen wir die Formel (21.) in Anwendung auf 
diejenige Wirkung, welche ein geschlossener Strom auf ein einzelnes 
Stromelement ausübt. 

Der geschlossene Strom habe die Stärke J,, und sei, was seine 
Gestalt betrifft, repräsentirt durch die Peripherie ßySß eines Kreis- 
segmentes, welches kleiner ist als der Halbkreis (Fig. 6). Mit die- 
sem Strome in derselben Ebene liege das zu betrachtende Ele- 
ment Ds. Dasselbe besitze die Stromstärke J } befinde sich in irgend 
einem Puncte a, der mit den beiden Ecken ß, y jenes Kreissegmentes 
in gerader Linie ist, und bilde mit dieser geraden Linie aßy einen 
rechten Winkel. 

Fig. 6. 



Die von einem Elemente Ds A des Stromes ßySß auf Ds aus- 
geübte Kraft B hat nach (21.) den Werth 

(23.) B-JDs.J^.ggL. 

Sind nun P und Q die Componenten der von ßySß auf Ds aus- 
geübten Gesammtwirkung, parallel und senkrecht zu Ds, so ist: 
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P=27,(.ßcos#), 

die Summation (oder Integration) 2 X hinerstreckt über alle Elemente 
von ßydß. Hieraus ergiebt sich, wenn man für cos & die Ableitung 

— , andererseits für R den Werth (23.) sübstituirt: 

(25.) P-^^-JiDV-Ji^;), 

oder was dasselbe ist: 

wo für den Augenblick die beiden Ausdrücke ^ = -£- ^- = % ' ^- und 
— == if>' — mit i* und v bezeichnet sein sollen. 

OS OS 

Nun ist allgemein für beliebige Functionen u, v: 

dv _d(uv) d (v\ 

also wenn für u, v die eben genannten Werthe sübstituirt werden: 
dv d(uv) , / ,dr\ 2 d AA 

Hieraus folgt weiter: 

dv d(uv) , ( ,dry d />'\ dr 

-^ + A0O8»4>COB» 1 . 

Denn es ist ja (vergl. pag. 39): ^- = cos#, r— — — cos^. Ausser- 
dem ist zur Abkürzung der Ausdruck {$ % — %il>") mit A benannt 
worden. 

Somit folgt aus (26.): 

(27.) P = JT) *-J\ 27 t (D* f . A cos 2 # cos #,)• 

Nun bemerkt man (Fig. 6 auf pag. 40), dass der hier unter der Summe 
befindliche Ausdruck A cos 2 ^ cosfrj für all' diejenigen Elemente Ds x 
verschwindet, welche der geradlinigen Strecke ßy angehören; 
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denn für all' diese Elemente ist & ein rechter Winkel. Es kann daher 
die Formel (27.) auch so geschrieben werden: 

(28.) P = JD £' J t Z Ydß (Ds, . X cos 2 # cos#,), 

wo die Summation £ Y dß nur noch über den Kreisbogen ydß hin- 
erstreckt zu denken ist. 

Die vom Strome ßydß auf das Element Ds ausgeübte Gesammt- 
wirkung steht, zufolge der Hypothese (4), senkrecht gegen Ds. 
Die Componente P muss also Null sein. Somif ergiebt sich aus (28.) 
die Relation: 

(29.) = Z Y öß (J)s i .X cos 2 # cos & x ) , wo X = tf % — % f". 

Das Product cos 2 O 1 cos # t ist für sämmtliche Elemente D s, des Bogens 
ydß von positivem Werth und verschieden von Null *) (vergl. 
Fig. 6 auf pag. 40). Mit Rücksicht hierauf aber folgt aus der Formel 
(29.), dass die Function X identisch mit Null ist. Es mag solches 
näher dargelegt werden: 

Die durch X = i> % — % ty" definirte Grösse X ist, ebenso wie 
%, ip selber, eine vorläufig unbekannte Function von r. Wie nun diese 
Function X auch beschaffen sein mag, immer wird sich das von bis 
oo reichende (lineare) Werthgebiet des Argumentes r in einzelne Inter- 
valle zerlegen lassen von solcher Beschaffenheit, dass X in jedem ein- 
zelnen Intervalle entweder überall positiv, oder überall negativ ist. 
Irgend eines unter diesen Intervallen werde bezeichnet mit r, . . . . r 2 , 
und mit Bezug auf dieses werde die Gestalt des Stromes ßydß und der 
Ort a des Elementes Ds so eingerichtet, dass aß = r t , ay = r 2 ist. 
Die Summe (29.) besteht alsdann aus Gliedern: D^ X cos 2 ^ cos -fr,, 
welche (ebenso wie die dem Intervall r { . . . . r 2 entsprechenden Werthe 
von X) entweder sämmtlich positiv oder sämmtlich negativ sind. Aus 
dem durch die Formel (29.) constatirten Verschwinden der Summe 
folgt also, dass der Ausdruck X cos 2 & cosO 1 , längs des Bogens ydß 
überall verschwindet; dieses Verschwinden aber kann, weil cos 2 0" cos#, 
einen durchweg von Null verschiedenen Werth besitzt, nur im Factor 
X seinen Grund haben. Somit ist dargethan, dass die Function X längs 
des Kreisbogens ydß überall verschwindet, oder (anders ausgedrückt), 
dass sie verschwindet für alle dem betrachteten Intervall r, . . . . r 2 
angehörenden Argumente r. — Analoges wird nun offenbar sich be- 
weisen lassen für jedes andere der genannten Intervalle. — Folglich 
ist die Function X identisch mit Null, w. z. b. w. 



*) Allerdings ist jenes Product gleich Null im Puncte ß und im Puncte y. 
Doch wird hierdurch das Resultat der anzustellenden Erörterungen nicht afficirt 
werden. 
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Substituirt man für X seine eigentliche Bedeutung (29.), so ver- 
wandelt sich die eben erhaltene Gleichung X = in 

(30.) ff-jtir-o. 

Hieraus aber folgt successive: 

tf , rr 

X ±_ 

d\o%% d\ogil > 

dr ~ dr ' 
log*' = log^' + logC, 

(31.) z'-C*', 

(32.) j-Cty + D, 

wo C, D Constanten sind. 

Das Vorzeichen der Constanten C lässt sich leicht bestimmen. 
Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend zwei Stromelemente Ds, Ds,, 
welche gegen ihre Verbindungslinie r senkrecht, und beide von gleicher 
Richtung sind. Die zwischen diesen Elementen vorhandene repulsive 
Kraft R hat nach (19.) den Werth: 

(33.) R = JDs. J^. Q (r), 

weil & = fr x = ^ % und s = ist. Die Formel (33.) aber kann mit 
Rücksicht auf (22.) auch so geschrieben werden: 

(34.) R = JDs . J { Ds t (— ^), 

also mit Rücksicht auf (31.) auch so: 

(35.) R = JDs . J, T> Sl (— C jf 2 ). 

Zufolge der Hypothese (2.) muss aber die repulsive Kraft R einen 
negativen Werth haben, weil in Wirklichkeit Anziehung statt- 
findet. Somit folgt aus (35.), dass die Constante C positiv ist. 
Sie mag demgemäss mit A 2 , oder besser mit 8^4 2 benannt werden; so 
dass also z. B. die Gleichung (31.) das Aussehen gewinnt: 

(36.) %-»*& 

Schreiben wir nun die Formeln (10.), (19.), (21.), (22.) von Neuem hin, 
indem wir überall an Stel 
stituiren, so erhalten wir: 

Digitized by LiOOQ IC 



dv 
indem wir überall an Stelle von -^ den gefundenen Werth (36.) sub- 



44 Die ponderomotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

R _ JJ)s . J. Ds, . P, 
(37.) i 

R = JJ)s . J t Dsj [q(t) . cos# cos#, 



+ Q( r ) (cos« — cos# cosd,)]. 



R-JDs.JtD^.SA*** ** 



drdsdSi' 

»w— "*-i(Ä)'- 



Bezeichnen wir also die Differenz q (r) — q (r) schlechtweg mit q (r), 
so gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultat: 

Die (repulsiv gerechnete) ponderomotorische Kraft 
elektrodynamischen Ursprungs R f mit welcher zwei Strom- 
elemente JDs und J 1 Ds 1 auf einander einwirken, besitzt 
den Werth: 

(38.a) R = JDs.J l Vs l .P, 

wo die Function P nach Belieben dargestellt werden kann 
durch: 

(38.b) P = P 0e i + J?E, 

oder auch durch: 

(38.c) p-i Ä *.a d **+. 

J drds ds t 

Dabei ist zur Abkürzung cos# , = 0, cosä' 1 = 1 , cos « = E 
gesetzt, wo #, d , l diejenigen Winkel bezeichnen, unter 
welchen Ds, Ds, geneigt sind gegen die Linie r, letztere 
gerechnet von Ds x nach Ds hin, während s den Neigungs- 
winkel von Ds gegen Ds t repräsentirt. Endlich ist unter 
ty = ji>(r) eine allein von r abhängende Function zu verstehen. 
Im Folgenden mögen diese Formeln (38.a, b, c) kurzweg 
bezeichnet werden als das von Ampfere aufgestellte Elementar- 
gesetz, in etwas erweiterter Gestalt. In der That lässt sich 
leicht zeigen, dass diese Formeln in das genannte Gesetz 
übergehen, sobald man V = j/r macht. 
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Für ty =]/r wird nämlich 

dr 2/r' \dr ) 4r" 
Hierdurch aber nehmen die Formeln (38.a, b, c) folgende Gestalt an : 
(39.a) R = JDs . J A Ds, . P, 

(39.b) p — peej + ^E, 

11 AI ^ 



1 d 2 Vr 
(39.c) p-4^.^1^-, 



JDs.J, Ds, 



Vergleicht man diese Formeln (39. a, b, c) mit dem von Ampere*) 
für die in Rede stehende ponderomotorische Kraft gegebenen Ausdruck: 

y^dsds^ 

so zeigt sich, abgesehen vom entgegengesetzten Vorzeichen, in der 

That vollständige Uebereinstimmung, sobald unsere Constante A 2 = -~ 

gesetzt wird. Das entgegengesetzte Vorzeichen erklärt sich daraus, 
dass Ampere**) die attractiven Kräfte als positiv rechnet, während 
wir umgekehrt die repulsiven Kräfte als positiv aufgefasst haben, 
und an dieser Auffassung auch weiterhin festhalten wollen. 

Vergleicht man andererseits die Formeln (39.a, b, c) mit der von 
meinem Vater gebrauchten Formel***): 



B = 



— $ cosfrcosfr! — cos« L 



so zeigt sich ebenfalls, sobald A 2 = ~ genommen wird, völlige Ueber- 
einstimmung. 

Die Constante A 2 in cten vorliegenden Untersuchungen = ~ zu 
setzen, erschien mir nicht rathsam. Ich habe es vorgezogen, sie un- 



*) Ampere: Theorie des phe*nomenes e*lektrodynamiques unique- 
ment de*duite de l'expörience. Paris. 1826. pag. 60. 
••) 1. c. pag. 28. 

***) P. Neumann: Die mathematischen Gesetze der inducirten 
elektrischen Ströme, vorgelesen in der Berliner Akad. der Wissensch. am 
27. October 1846, pag. 24; und ferner: Ueber ein allgemeines Princip der 
mathematischen Theorie inducirter elektrischer Ströme, vorgelesen 
in der Berliner Akad. der Wissensch. am 9. August 1847, pag. 6. 
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bestimmt zu lassen (abhängig von den noch festzusetzenden Maass- 
einheiten), übrigens aber dieselbe in genau demselben Sinne eingeführt, 
wie es von Helmholtz*) geschehen ist. 

Diese Bemerkungen mögen dienen als eine Erleichterung für die 
Vergleichung der hier anzustellenden Untersuchungen mit denen der 
genannten Autoren. 

Ebenso wie das New ton'sche Gesetz mit einer Function der Ent- 
fernung r behaftet ist, welche nur für beträchtliche r identisch mit 

—pr, für sehr kleine r aber von noch unbekannter Beschaffenheit 

ist**), ebenso erscheint es sehr möglich, dass Analoges auch anzu- 
nehmen ist beim Ampe reichen Gesetz. 

Der grösseren Sicherheit willen mag daher im Folgenden den 
Formeln (39. a, b, c) nur dann Gültigkeit zuerkannt werden , wenn die 
Entfernung r. von beträchtlichem Werthe ist, im Allgemeinen 
aber festgehalten werden an den Formeln (38. a, b, c). Mit andern 
Worten: Der grösseren Sicherheit willen mag im Folgenden unter 

il> oder il>(r) 

eine Function verstanden werden, welche allerdings für beträchtliche 
r identisch mit J/V, für sehr kleine r hingegen .von noch unbekannter 
Beschaffenheit ist. 



§• 9. Zusammenstellung einiger bekannten allgemeinen Formeln über die 
Bewegung eines starren Körpers. 

Befindet sich ein starrer Körper in beliebiger Bewegung, und sind 
(x, y 7 #), (jy ty> $) zwe i rechtwinklige Axensysteme, das eine absolut 
fest, das andere starr verbunden mit dem Körper, so finden 
zwischen den Coordinaten x, y } 8 und r, t), j, welche irgend ein Massen- 
punct m des Körpers in Bezug auf diese beiderlei Systeme besitzt, die 
Relationen statt: 



•) Helmholtz: Ueber die Bewegungsgleichungen derElektricität für ruhende 
leitende Körpet (Borchardt's Journal. Bd. 72. pag. 72). 

**) Es mag dabei (was auch schon auf pag. 23 und 25 am Platze gewesen 
wäre) erinnert werden an folgende Worte von Gauss: „Attr actio vulgaris qua- 
„ drato distantiae reciproce proportionalis , quae omnes motus coelestes tarn felici 
„successu explicat, nullius usus est nee in phaenomenis capillaribus , nee in phae- 

„nomenis adhaesionis et cohaesionis explicandis. . Recte conclu- 

„ditur, illam attractionis legem in distantiis minimis naturae haud amplius con- 

„sentaneam esse, sed modificationem quandam postulare ." (Gauss* Werke. 

Bd. 5. pag. 31.) 
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(40.a) y = b + C 2 ^ + C 22 l) + C 2 % 

wo a, b, c die Coordinaten sind, welche der Anfangspunct des Sy- 
stems (j, i)j j) besitzt im Systeme (#, t/, #), und die C die Cosinus 
derjenigen Winkel vorstellen, unter welchen die Axen der beiderlei 
Systeme gegen einander geneigt sind. Offenbar sind die Coordinaten 
r, X), i des Massenpunctes m anzusehen als gewisse diesem Punct eigen- 
thümlich zugehörige Constanten; während x, y, z, a, b, c und die 
CFunctionen der Zeit sind. Aus (40. a) folgt durch Umkehrung: 

} = C l l (x - a) + C 2 » (y - 6) + C 3 « (z — c) , 

(40.b) 9 = O* 2 ^ - a) + G T22 (*/ — 6) + C 32 (* - c), 

' j = ö 18 (a? — a) + C 23 (y — 6) + C 33 (* — e). 

Für die dem Zeitelement dt entsprechenden Zuwüchse dx, dy, dz, 
da, db, de, dC ergeben sich nun aus (40. a) die Formeln: 
dx = da + jtdC" + t)d<7 12 + jdC 13 , 
(40.c) dy = db + ?d<7 21 + l)dC 22 + jd<7 23 , 

dz = dc +rdW + \)dC* 2 + idC' i \ 
und hieraus folgt durch Substitution der Werthe (40. b) sofort: 
dx = da -j- (z — c)dß — (y — &)tty, 
(40.d) dy = db-\- (x — a)dy — (z — c)da, 

dz = de -j- (y — b)da — (x — a)dß, 
wo da, dß, dy die Ausdrücke repräsentiren : 

da = Ä ic 2Ä dC* h 27 C 3Ä dC 2 \ 

Ä = l Ä = l 

(40.e) dß = 2%™ dC 1Ä = — *27 C 1Ä dC 3 *, 

Ä=l A = l 

% dy = Ä ic iÄ d(7 2Ä = — £0»* rfC 1Ä . 

Den Formeln (40. d) entsprechend kann die Bewegung des Körpers 
während der Zeit dt aufgefasst werden als eine Verschiebung des 
Punctes 0, und als eine gleichzeitige Drehung des Körpers um eine 
gewisse durch gehende Axe. Jene Verschiebung ist der Grösse und 
Richtung nach repräsentirt durch da, db, de\ andererseits findet, wie 
aus (40. d) ersichtlich, die Drehung um eine Axe statt, deren Richtungs- 
Cosinus in Bezug auf das System (x, y, z) proportional sind mit da, 
dß, dy, während gleichzeitig die Grösse des Drehungswinkels sich aus- 
drückt durch )/(däj* + (dß) 2 + (dy) 2 . — üebrigens ist bekannt, und 
ebenfalls aus den Formeln (40. d) leicht zu ersehen, dass die Bewegung 
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des Korpers wahrend der Zeit dt } wenn man will, auch aufgefasst 
werden kann als zusammengesetzt aus sechs Bewegungen. Von diesen 
sind alsdann die drei erstem repräsentirt durch die Verschiebungen 
da, db, de des Punctes 0, und die drei letztern durch Drehungen, 
deren Axen drei durch gehende, zu x, y, z parallele Linien, und 
deren Drehungswinkel da, dß, dy sind. Demgemäss pflegen die 
Grössen da, db, de und da, d ß, dy kurzweg bezeichnet zu werden 
als die Verschiebungen und Drehungen des Körpers wäh- 
rend der Zeit dt 

Bringt man die Formeln (40.d) in Anwendung auf irgend zwei 
Massenpuncte m und m t des betrachteten Körpers, so ergiebt sich durch 
Subtraction dieser beiderlei Formeln sofort: 

d{x x - x) = (z { —0)dß — (fc — y)dy } 

(40.f) d(y x — y) = (x t — x)dy — (z t — z) da, 

d (z x — z) = (y x — y)da — (x x — x)dß. 

Nimmt man nun für m und m t zwei Massenpuncte, deren gegenseitige 
Entfernung == 1 ist, so werden die rechtwinkligen Projectionen x x — x, 
Vi — V> z \ "" z der Linie mm l identisch werden mit ihren Richtungs- 
Cosinus. Bezeichnet man diese letztern also mit A, B, I", so ergiebt sich: 

dK = Vdß — Bdy, 

(40.g) dB = IKdy — Vda, 

dV = Bda — Mß. 

Die Formeln (40.f) und (40.g) beziehen sich also auf irgend eine mit 
dem Körper starr verbundene Linie; die einen repräsentiren diejenigen 
Aenderungen, welche ihre rechtwinkligen Projectionen, die 
andern diejenigen, welche ihre Richtungs-Cosinus während der 
Zeit dt erleiden. 

Findet die Bewegung des Körpers während der Zeit dt statt unter 
dem Einfluss irgend welcher ponderomotorischer Kräfte, und bezeichnet 
man dieselben, den einzelnen Massenpuncten m (x, y, z) entsprechend, 
mit (X, Y, Z) so wird bekanntlich 

Z[Xdx+ Ydy + Zdz] 

die von diesen Kräften während der Zeit dt verrichtete 
Arbeit zu nennen sein. Substituirt man hier für dx, dy,~dz ihre 
Werthe (40.d), so ergiebt sich: 

(40.h) 2[Xdx + Ydy + Zdz] = K^da + K^db + K^dc 

+ AM da + &!*)dß + Wdy, 

wo die K und A folgende Bedeutungen haben: 



Digiti 



zedby G00gk 



Neumann'a elektrodynamisches Potential. 49 

KW = ZJX, A<*> = 27((y — b) Z — (*— c) F), 

(40.i) K<*> = 2;F, . AW = E({* — c)X- (x— a)Z), 

K<*> — 2?Z, A<*> = 2?((a?— a) Y - (y-6)Z). 

Die Formel (4ü.h) zeigt also , dass die auf einen starren Körper während 
der Zeit dt von irgend welchen ponderomotorischen Kräften ausgeübte 
Arbeit in einfacher Weise sich ausdrücken lässt durch die Verschie- 
bungen und Drehungen des Körpers einerseits, und durch die 
Summen und Drehungsmomente jener Kräfte andererseits. 

Hat da für die Zeit df irgend welchen Werth; während db, de, 
da, dß, dy Null sind, so geht die Formel (40.h) über in: 

(40.k) S [Xdx + Ydy + Zdz] = (2?X) . da. 

D. h. schreitet der Körper während der Zeit dt sich selber parallel 
fort in der Richtung der #-Axe, so wird die während dieser Zeit auf 
ihn ausgeübte Arbeit identisch sein mit der (in der Richtung jener 
x-Axe auf ihn ausgeübten) translatorischen Kraft, dieselbe noch 
multiplicirt mit der Grösse der Verschiebung. 

Hat andererseits da für die Zeit dt irgend welchen Werth, während 
dß, dy, da, db, de Null sind, und sind ausserdem a, b, c ebenfalls 
Null, so nimmt die Formel (40.h) folgende Gestalt an: 

(40.1) 2? [Xdx + Ydy + Zdz] = \2{yZ-z Y) \da. 

D. h. dreht sich der Körper während der Zeit dt um die x-Axe, so 
wird die während dieser Zeit auf ihn ausgeübte Arbeit identisch sein 
mit dem (in Bezug auf die x-Axe ausgeübten) Drehungsmoment, 
dasselbe noch multiplicirt mit der Grösse der Drehung. 

Die x-Axe hat eine willkührlich gewählte Lage. Folglich gelten 
die mit Bezug auf (4().k) und (40.1) so eben ausgesprochenen Sätze 
allgemein für jede Richtung und für jede Axe. 



$.10. Die Theorie des von F. Neu mann eingeführten elektrodynamischen 

Potentials* 

Gegeben mögen sein zwei biegsame Drahtringe A und B? die 
in irgend welchen Bewegungen begriffen sind, und auch ihrer Gestalt 
nach im Laufe der Zeit irgend welche Aenderungen erleiden. Diese 
Ringe mögen durchflössen gedacht werden von elektrischen Strömen. 
Es repräsentire 

(41.) äT/* 

diejenige lebendige Kraft, welche im Ringe A während eines ge- 
gebenen Zeitelementes dt hervorgebracht wird durch die Einwirkung 

Neumann, die elektrischen Kräfte. 4 
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des Eiliges B, oder (was dasselbe ist vergl. pag. 12) diejenige ponde- 
roniotorische Arbeit, welche B auf A während dieser Zeit ausübt; 
ferner sei 

(42.) (dMeldy.Us 

derjenige Theil jener lebendigen Kraft oder ponderomotori- 
schen Arbeit, welcher seine Entstehung verdankt den Kräften 
elektrodynamischen Ursprungs. — Es handelt sich um die nähere 
Untersuchung dieser Grösse (42.). 

Irgend zwei Elemente der Ringe A und B mögen bezeichnet sein 
mit Ds und Ds t . Die Coordinaten x , y , 8 des Elementes Ds sind 
abhängig einerseits von der Bogenlänge s (dieselbe gerechnet von einer 
bestimmten Marke bis zum Anfange von Ds ), und sind, weil der Ring 
in Bewegung sich befindet, andererseits auch noch Functionen der Zeit. 
Von denselben beiden Argumenten, nämlich von Bogenlänge 
und Zeit, wird ferner auch abhängig sein die in Ds vorhandene 
Stromstärke J Q . Analoges gilt für die Coordinaten x i7 y X} z x und die 
Stromstärke J x des Elementes Ds v 

Es mag nun die Zeit, im Allgemeinen bezeichnet mit t, spe- 
cialer mit 

r 0> 'o> x \y M 

benannt werden, jenachdem sie Argument von 

%Q> V<)> #Q> J(» X \> Vl> Z\> Ji 

ist*, so dass also 

1 rr = A(s ,r ), - i x x = A {s u x x \ 

(43.a) l y = p (s Q , r ), < y, = M fo, t x ), 

f z = v (s Q , r ), f 0\ = N (s lf z % ), 

(4B.b) J = g (fr, T ), J x = = fo , T,), 

wo A, /*, 1/, g und A, M, N, E irgend welche*) Functionen sind. 
Solches festgesetzt wird die gegenseitige Entfernung r zwischen 



*) Die Functionen J, ja, v sind, wie man leicht erkennt, nicht ganz will- 
kührlich zu denken. Denn zu ein und derselben Zeit sind die Coordinaten für 
den Anfangs- und Endpunct von Ds dargestellt durch 

x ,y 0i z und <c + g| ü Ds , y + ^°Ds , z + ^Ds . 

Die Entfernung dieser beiden Puncte von einander ist aber = Ds . Somit folgt, 
dass jene Functionen der Bedingung entsprechen müssen: 

©■+©•+©■-• 

Ebenso verhält es sich mit A/M, N. 
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den beiden Puncten x , y , z und x l9 y i9 z x eine Function sein, deren 
Charakter angedeutet ist durch das Schema: 

-(#o> %> *o) ($o, *o) 

(43.c) r <C 

^^ <*i,!ti,*i) (*n*i) 

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Coordinaten x Qy y 09 # , 
x { , y t) e x \ und diese ihrerseits sind abhängig, die einen von s , r , die 
andern von s if x v 

Bemerkt sei noch, dass die Richtungs-Cosinus A , B , l" und 
A,, B,, fj der Elemente Ds und Ds t darstellbar sind durch 



(44.) 



dass folglich diese Richtungs-Cosinus, ebenso wie die Coordinaten selber, 
abhängig sind respective von s , r und von s,, r,. 

Nach dem Ampere'schen Gesetz [vergl. (38.a,b,c)] repräsentirt 

(45.) R = 4^ 2 . D5 Ds, J J x . 2 ^ ^ 



A — dX ° 


A - dX * 


r a *> 









dr ds {) ds { 

diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Us, welche das Element Ds, 
auf das Element Ds ausübt. Die von dieser Kraft R während der 
Zeit dt auf das Element Ds ausgeübte Arbeit wird, falls man ihre 
Componenten mit X l , Y l , Z X bezeichnet, dargestellt sein durch 

(*■&+*■•■ &+*■£)*• 

Hiefür aber kann, weil r die Entfernung der beiden Elemente von 
einander vorstellt, auch geschrieben werden: 



oder kürzer: 






R lv dt - 



Somit ergiebt sich für die zu berechnende Arbeit (42.), d. i. für die- 
jenige ponderomotorische Arbeit, welche der ganze Ring B, vermöge 
seiner Kräfte eldy. Us, während der Zeit dt auf den ganzen Ring 
A ausübt, folgende Formel: 

(46.) (d Meidy. u 8 = 2JZEp- dt. 

ct 
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die Summation ausgedehnt über sämmtliche Elemente beider Ringe; 
hieraus folgt durch Substitution des Werthes (45.): 

(47.) (e*2VW U8 = iÄ>dt . ZZDs» Ds, (j J t . 2^- ^jj). 

Zufolge (43.a, b, c) sind s l} , t Q) s,, x x diejenigen vier coordinir- 
ten Variablen, von welchen die Entfernung r, mithin auch die Function 
^ = ^(r) in letzter Instanz abhängt. Bei mehrfacher Differentiation 
nach jenen vier Variablen wird daher das Resultat unabhängig sein 
von der Reihenfolge. Somit ist identisch: 

( a H ^ 9 d J> JL±_ = l ( d JL?l\+ d ( d J> ^\ _ A. ( d * d *\ . 
1 '' dt ds ds, "" ds \ds { dxj "*" ds x \ds dtj dt {) \ds {) dsj ' 

und hieraus folgt: 

uo\ r r 9 dt 8 ** - d (t T d * d v\ 4_ d ( T 7 8 *^ ' 

(49.) J J, . t d - ^-^ - —yj^^-j + ds y j x --—j 

wo Q die Bedeutung hat: 

Der Uebergang von (48.) zu (49.) bewerkstelligt sich augenblicklich, 
falls man beachtet, dass J Q nur von s , T , andererseits J x nur von 
s u T, abhängt. 

Da wir es nun mit Stromringen, d. i. mit geschlossenen 
Strömen zu thun haben, so nimmt die Formel (47.) durch Substitution 
von (49.) folgende Gestalt an: 

(51.) (tfT^Wus *A*dt\zZ DsoDä,^^ Jj UU) 

+ UU Ds Ds i q]. 

Setzt man also: 

(51.a) P = 4A'.££ Ds D8 t (j J t ||g), 

so wird schliesslich: 

(51.b) (dT A ß ) eldy . ü8 = - |? dt - ±Ä 2 dt . ££ Ds„Ds x Q. 

OXq 

Es mag nun der speciellere Fall ins Auge gefasst werden, dass die 
Ströme gleichförmig sind, dass nämlich die Stromstärken J 09 J u 
wenn auch abhängig von der Zeit, so doch unabhängig von den 
Bogenlängen sind. Alsdann verschwindet der Ausdruck Q (50.); so 
dass die Formeln (51.a, b) die einfachere Gestaltung annehmen: 
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(52.a) P-iAWtJt.ZEDstDs,^^, 

(52.b) (d T A ») MJ . Va - l^dt. 

Der Ausdruck P ist abhängig von den räumlichen Lagen der beiden 
Ringe A, B, sowie von ihren Stromstärken J 07 J, ; und das Differential 

— dt repräsentirt offenbar denjenigen partiellen Zuwachs, welchen 

der Ausdruck P während der Zeit dt annehmen würde, falls man die 
Stromstärken J , J l} sowie die räumliche Lage von B constant erhalten, 
die räumliche Lage von A hingegen derjenigen Aenderung überlassen 
wollte, welche sie während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Dem- 
gemäss wird jenes Differential zu bezeichnen sein als der partielle 
Zuwachs*) von P, genommen nach der räumlichen Lage von A, 
Bestimmt sich die räumliche Lage des Ringes A durch irgend welche 
Parameter a, «', a", . . ., und sind da, da } da" die Zuwüchse dieser 
Parameter während der Zeit dt, so wird offenbar jenes Differential 

r— dt sich ausdrücken lassen durch (-r— da + tt- ,da 4- -- r,rfa"-l-.. ), 
dr \da ' da da /' 

so dass alsdann die Formel (52.b) auch so geschrieben werden kann: 

(52.c) (dZVW* (|£ da + d ^,dcc' + l*da" + . . .). 

Der Ausdruck P (52.a) ist übrigens, wie bald näher erörtert werden 
soll, derjenige, welcher von meinem Vater eingeführt worden ist unter 
dem Namen des elektrodynamischen Potentiales. Demgemäss kann 
der in (52.a, b, c) enthaltene Satz so ausgesprochen werden: 

(52.d) .... Sind A und B zwei in Bewegung begriffene 
biegsame Ringe, jeder durchflössen von einem gleichförmigen 
elektrischen Strome, und ist P das elektrodynamische Po- 
tential der beiden Ringe auf einander, so wird die während 
der Zeit dt vom Ringe B auf den Ring A ausgeübte ponde- 
romotorische Arbeit eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, 



*) Der totale. Zu wachs dP y d. i. derjenige Zuwachs, welchen P während 
der Zeit dt in Wirklichkeit erfahrt, wird sich [vergl. (43.a,b,c)] darstellen lassen 
durch 

dP== SP d 3P d 8P d 8P d 
dt d\ dt t ' dT, 

wo das erste Glied zu bezeichnen ist als der partielle Zuwachs von P nach der 
räumlichen Lage von J., das zweite als der partielle Zuwachs von P nach 
der Stromstärke von A y während die beiden letzten Glieder analoge Bedeu- 
tungen haben mit Bezug auf B. 
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immer gleich sein dem partiellen Zuwachs von P, ge- 
nommen nach der räumlichen Lage von A, 

Aus diesem Satze lässt sich durch Identificirung der beiden Ringe 
A und B unmittelbar ein analoger Satz gewinnen für einen einzigen 
Ring. Bedient man sich nämlich des früher (bei ähnlicher Gelegen- 
heit, pag. 31, 32) exponirten Verfahrens, so gelangt man zu folgen- 
dem Resultat: 

(52.e) .... Ist A ein in Bewegung begriffener biegsamer 
Ring, durchflössen von einem gleichförmigen elektrischen 
Strome, und ist P das elektrodynamische Potential dieses 
Ringes auf sich selber, so wird die während der Zeit dt vom 
Ringet, auf sich selber ausgeübte ponderomo torische Arbeit 
eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein 
dem partiellen Zuwachs von P, genommen nach der räum- 
lichen Lage von! Dieses Potential P des Ringes auf sich selber 
stellt sich dar durch eine Formel von derselben äusseren Gestalt 

wie (52.a), nur mit dem Unterschiede, dass noch der Factor ~ hin- 
zutritt. 

Aus (46.) und (52.b) folgt: 

(dT^Wus = ZZ B %- dt = - |^ dt; 

und ebenso wird offenbar, was umgekehrt die Einwirkung von A 
auf B anbelangt, die analoge Formel sich ergeben: 

(tf ZV)eldy.üs = ZZ B P- dt — - |^ dt. 

Diese beiden letzten Formeln können nun, bei Einführung der Be- 
zeichnung: 

(52.f) P=J Jt Q, wo alsdann Q = 4 A* ZZ Ds Ds x f* p- , 

ajrch so dargestellt werden: 

(d^*)eld y .Us = ZZ B |J dt J Q J X 3 -Q dt, 

{dTs^Mj.jti = ZZR^dt=-J J i p! dt. 

Nun sind aber [vergl. (43.a,b,c)] r und Q unabhängig von den Stromstärken, 

mithin unabhängig von den Argumenten T , T u also lediglich abhängig 

n , . , dr dr . dr A dQ dQ . dQ „., 

von r , r v Daher ist -=j = \- — , und -77=^+^. Mit 

U7 l dt dt Q d%\ 7 dt dt dx x 

Rücksicht hierauf ergiebt sich durch Addition der beiden letzten For- 
meln sofort: 
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(52.g) {dT A B + tf 2V) e idy.us = Z£ B dr = -J^J X dQ, 

wo dr und d# diejenigen Zuwüchse bezeichnen, welche r und () wäh- 
rend der Zeit dt in Wirklichkeit erfahren. Die ponderomotorische 
Arbeit eldy. Us, welche die beiden Ringe während der Zeit 
dt auf einander ausüben, ist also, abgesehen vom Vorzei- 
chen, gleich dem Product J J t der beiden Stromstärken, 
multiplicirt mit demjenigen Zuwachs, welchen das auf die 
Stromeinheit bezogene Potntial Q während der Zeit dt 
erfährt. 

Der allgemeine Satz (52.a, b, c, d) mag beispielsweise in Anwen- 
dung gebracht werden auf den Fall, dass der Ring A völlig starr, 
und nur, sich selber parallel, nach einer gegebenen Richtung q 
verschiebbar ist. Alsdann geht die Formel (52.c) über in 

(d2V)eldy.U8 = — JZ dQ, 

wo q die Entfernung des Ringes oder (genauer ausgedrückt) etwa die 
Entfernung seines Schwerpunctes von irgend einer festen Ebene vor- 
stellt, die senkrecht steht zur gegebenen Richtung, und wo dQ die Ver- , 
grösserung dieser Entfernung während der Zeit dt bezeichnet. Bei einer 
solchen parallelen Verschiebung ist nun aber [vergl. pag. 49] die von 
den betrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich K^dQ, falls man 
nämlich unter dQ die Verschiebung selber, andererseits unter K^) die 
Summe der p-Componenten jener Kräfte versteht. Die vorstehende 
Formel kann daher auch so geschrieben werden: 

K(*Uq ^dQ, 

OQ 

oder auch so: 

(53.) K( * } |f ' 

und sagt mithin aus, dass die vom Ringe S auf den starren 
Ring A in der gegebenen Richtung q ausgeübte pondero- 
motorische Kraft eldy. Us gleich gross ist mit der nega- 
tiven partiellen Ableitung des Potentiales P nach q. 

Andererseits mag jener allgemeine Satz (52.a, b, c, d) angewendet 
werden auf den Fäll, dass der Ring A völlig starr, und nur dreh- 
bar ist um eine gegebene feste Axe. .Die Formel (52.c) geht 
alsdann über in: 

(dT A B ) e i dy , Va = — — da, 
ad) 

wo den Drehungswinkel, und dco seinen Zuwachs während der Zeit 
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dt bezeichnet. Im Falle einer solchen Drehung ist aber [vergl. pag.49] 
die von den betrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich ihrem 
Drehungsmoment A^, multiplicirt mit da. Somit geht die vor- 
stehende Formel über in: 

&(«>)d(o = — l^do, 
d. i. in da 

<w A(m) =-ff> 

und sagt also aus, dass das vom Ringe B auf den starren 
Ring A ausgeübte Drehungsmoment eldy. Us A^) gleich 
gross ist mit der negativen partiellen Ableitung des Po- 
tentiales P nach dem Drehungswinkel ra. 



Für den weitern Gebrauch wird es zweckmässig sein, die für das 
elektrodynamische Potential durch die Formel (52.a) gegebene Defi- 
nition in folgender Weise auszudrücken: 

Das elektrodynamische Potential P zweier gleichförmiger 
Stromringe auf einander ist deflnirt durch 

(55.a) P^J^.ZE DsoDs, TT, 

oder auch durch 
(55.b) P-W.MD^^n + M), 

wow(r)eine willkührliche Function von r vorstellt*), wäh- 
rend TT die Bedeutung besitzt: 

Dabei sind unter O = cos# , 0, = cos#, (genau ebenso 
wie früher pag. 44) die Cosinus derjenigen Winkel zu ver- 
stehen, unter welchen die Elemente Ds , Ds, geneigt sind 
gegen ihre Verbindungslinie r, letztere gerechnet von Ds, 
nach Ds hin. 

Das durch diese Formeln (55.a, b, c) definirte P kann 
nun in der That bezeichnet werden als das von meinem Vater 



•) Statt 5 — 5-* könnte offenbar auch ein Ausdruck von der Form 
d*w(r) , d u(r) . dv(r) 

zu TT hinzugefügt werden, ohne dass dadurch der Werth von P irgend welche 
Aenderung erlitte. Denn die Curven s un d s t sind geschlossene Curven. 
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eingeführte elektrodynamische Potential, in etwas erweiter- 
ter Gestalt. Denn man erkennt leicht, dass dieses Pin das 
genannte Potential übergeht, sobald il>=)/r gemacht wird*). 
Setzt man nämlich # = j/r, und nimmt man gleichzeitig für die 
willkührlich zu wählende Function w(f) den Werth A 2 r, so wird zu- 
folge der Formel (55. c): 

n - a* -i- ^ ^ 

"^ ds a«, V r 3s a«, "*" ds o 0s,/ ' 

oder (was dasselbe ist, vergl. pag. 39) : 

r 

a^0 = __ e 
"^ds ds; * r > 

wo O , 0, die schon angegebenen Bedeutungen haben, während 
E = cos£ den Cosinus desjenigen Winkels bezeichnet, unter welchem 
Ds , Ds t gegen einander geneigt sind. Demgemäss nehmen die For- 
meln (55.a, b) folgende Gestalt an : 

(56.a) P = - A 2 J J t : 22 J *o J *i * 6,0 , 



r 
(56.b) P = - A 2 J J x . 22 Dso-DSf E 

Diese Formeln aber sind mit denen, welche mein Vater als Definition 
des Potentiales P aufgestellt hat, völlig identisch, sobald man (ebenso 

wie früher pag. 45) die Constante A 2 = -~- macht **). 



§• 11. Fortsetzung. Betrachtung tob Stromringen, die behaftet sind 
mit sogenannten Gleitstellen* 

Denkt man sich zwei Drahtstücke, die unter irgend welchem 
Winkel über einander gelegt sind, in beliebige Bewegungen versetzt, 
jedoch der Art, dass sie beständig mit einander in Berührung bleiben, 
so wird der Berührungspunct im Allgemeinen von Augenblick 
zu Augenblick seine Lage ändern sowohl längs des einen, wie längs 



*) Es unterliegt keinem Zweifel, dass die Function ip den Werth >J r wirklich 
besitzt für den Fall beträchtlicher Entfernungen; in Frage gestellt ist ihre Be- 
schaffenheit nur dann, wenn die Entfernungen äusserstklein sind. (Vergl. pag. 46.) 
**) Vergl. die auf pag. 45 citirte Abhandlung: Ueber ein allgemeines 
Princip der math. Th. inducirter elektrischer Ströme; daselbst die fünf 
letzten Seiten. 
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des andern Drahtes. Sind z. B. a 7 b 7 c 7 . . . . irgend welche auf 
dem einen Draht eingravirte Marken, und cc 7 ß 7 y 7 .... irgend 
welche auf dem andern Drahte eingravirte Marken, so wird 
jener Beriihrungspunct im ersten Augenblick etwa dargestellt sein 
können durch die Superposition (a, a), im zweiten durch (6, ß), im 
dritten durch (c, y), u. s. w. Ein solcher von Augenblick zu Augen- 
blick sich verändernder Berührungspunct wird bekanntlich Gleit- 
punkt oder Gleitstelle genannt. Die gegenseitige Berührung mag 
unter einem gewissen Druck stattfinden, so dass die beiden Drähte 
durch die Berührungs- oder Gleitstelle elektrisch leitend mit 
* einander verbunden sind. 

Als Bahn eines elektrischen Stromes sei nun gegeben ein Ring 
A, welcher gebildet ist aus beliebig vielen, in beliebigen Bewegungen 
begriffenen Drahtstücken 

(57.) Ä 7 Ä' 7 Ä" 7 etc. etc. etc.; 

der Art, dass je zwei aufeinander folgende Drahtstücke unter irgend 
welchem Winkel übereinander liegen, leitend mit einander verbunden 
durch ihren Berührungs- oder Gleitpunct. * Für irgend einen Zeit- 
augenblick t sei dieser Ring A angedeutet durch das Schema: 

v J p- q, p q , p q , etc. etc. etc. 

Es sollen nämlich q' und p' diejenigen Puncte von Ä und Ä' vor- 
stellen, welche augenblicklich mit einander in Berührung sind; ana- 
loge Bedeutung sollen q' und p" besitzen für A" und Ä"\ u. s. w. 

Die Coordinaten x, y, z irgend eines Punctes a des Ringes A 
könnte man versucht sein, ähnlich wie früher (pag. 50), als Functionen 
der Bogenlänge und Zeit anzudeuten durch die Formeln : 

x = A (s, r), 
(59.A) y = (i (5, r) , 

= v (5, r) , 

indem man die Zeit t 7 insofern sie Argument dieser Coordinaten ist, 
specieller mit r bezeichnet sich denkt. Doch sind diese Formeln, 
strenge genommen, im gegenwärtigen Falle unbrauchbar oder wenig- 
stens unzureichend. Denn der Ring A besteht aus mehreren gegen 
einander sich verschiebenden Theilen, so dass man gezwungen ist, 
jedem einzelnen Theile seine individuellen Formeln beizulegen. 
Diese letztern mögen, den Theilen Ä 7 Ä' 7 Ä" 7 .... entsprechend, an- 
gedeutet werden durch die betreffenden Accente, so dass also die Co- 
ordinaten x 7 y 7 z des Punctes a, wenn derselbe z. B. dem Theile Ä 
oder dem Theile A" angehört, dargestellt sein sollen 
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im erstem Falle durch : im letztern Falle durch : 
x = fc (s, x), x — X" (s"j t") , 

*-p'(*r,f), y = ii"(s",T"), 

g^v'tf,*), z = v" (s\ z"). 

Es ist klar, dass die Functionen A', ft', v und X\ (t" } v' von einander ver- 
schieden sind, schon deswegen, weil Ä und A" verschiedene Bewegun- 
gen besitzen.. Auch die Bogenlängen s' und s" sind von verschiedenem 
Charakter, insofern als s von einer auf Ä 7 andererseits s" von einer 
auf A" eingravirten Marke aus gerechnet wird. Endlich ist der Sym- 
metrie willen auch die Zeit r, jenachdem sie in den einen oder an- 
dern Formeln vorkommt, verschieden benannt worden, mit z oder r". 

Die auf Ä } Ä' } Ä" } . . . gemessenen Bogenlängen s , s", s", . . . 
mögen sämmtlich in einerlei Richtung gerechnet sein, und zwar in 
derjenigen, welche indicirt ist durch die Aufeinanderfolge A',A",Ä", — 

Solches explicirt, können übrigens die für den Ring A aufgestell- 
ten Formeln (59. A) beibehalten werden-, sie werden anzusehen sein 
als die Collectivdarstellung derjenigen individuellen Formeln, 
welche den einzelnen Theilen des Rings zugehören. 

Ausser dem Ringe A sei nun an irgend welcher andern Stelle des 
Raumes gegeben noch ein zweiter Ring J3, der ebenfalls in Bewegung 
begriffen, und ebenfalls mit beliebig vielen Gleitstellen behaftet ist. 
Die einzelnen Theile von B mögen benannt sein mit Bf 7 B", B", . . . . ; 
überhaupt mögen für denselben ganz analoge Bezeichnungen einge- 
führt sein, wie für A. Es seien x lf y i9 Z\ die Coordinaten irgend eines 
Punctes 6 des Ringes B\ und die Abhängigkeit dieser Coordinaten 
von Bogenlänge und Zeit mag in collectiver Darstellung an- 
gedeutet sein durch die Formeln: 

^ = A (8 if Z % ),' 

(59.B) Ifi-Mfo, r t ), 

*\ = N (*i> r i)- 
Diese Collectivdarstellungen (59. A) und (59.B) sind alsdann ent- 
sprechend unsern früheren Darstellungen (pag. 50) ; nur ist der da- 
malige Index 0, der Bequemlichkeit willen, unterdrückt worden. 

Die Entfernung r zwischen irgend zwei Puncten a und b der 
Ringe A und B ist, auf Grund der Formeln (59. A, B), eine Function 
von 5, r, s t ; z x : 

(60.) r = f(s, x,s i9 z x ). 

Um die partiellen Ableitungen dieser Function nach den beiden 
ersten Argumenten s, z zu bilden, mag der Punct 6 festgehalten 
werden; so dass die Function sich reducirt auf: 

(61.) r = f(s,z) 
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Nimmt man für a den augenblicklichen Berükrungspnnct (q, p") der 
Theile Ä> A" [vergl. (58.)], so wird der Werth von r sich nach Be- 
lieben darstellen lassen 

durch: oder durch: 

(62.) r = /"(*>'), r = r(s> «). 

Diese Formeln mögen sich beziehen speciell auf den Augenblick t y so 
dass also x = r" = t ist, und andererseits unter q und p diejenigen 
speciellen Puncte von Ä und A" zu verstehen sind, welche in 
diesem Augenblick t mit einander in Berührung sind. 

Analoge Formeln ergeben sich offenbar für diejenigen speciellen 
Punkte Qf und P" der Theile A' und A"> welche mit einander in Be- 
rührung sind im nächstfolgenden Zeitaugenblick t + dt] man erhält 
nämlich für die Entfernung r + dr, welche dieser Berührungspunct 
{Qf, P") zur Zeit t + dt von jenem festgehaltenen Puncte b besitzt, 
die beiderlei Darstellungen: 

(63.) r+dr=f(s+ds, x'+dt), r+dr=f'{s"+ ds", r"+ dt). 
In diesen Formeln (62.), (63.) sind alsdann unter s' und s + ds die 
auf Ä gemessenen Bogenlängen von q und Q', andererseits unter s" 
und s" + ds" die auf A" gemessenen Bogenlängen von p" und P" zu 
verstehen. Zur Erläuterung diene die beistehende auf den Augenblick 
t sich beziehende Figur *), in welcher die auf Ä und A" angebrachten 

Fig. 7. 




Marken, von denen aus die Bogenlängen s\ s + ds' und s", s" + ds 
gezählt werden, bezeichnet worden sind mit m und m . 
Aus den Formeln (62.), (63.) folgt sofort: 

(64.) dr = — , ds' + ^-, dt, dr = r-r, ds" + ^-7-, dt] 

OS vT ÖS OX 

*) Für das Verständniss dieser Figur (namentlich der beigesetzten Buchstaben) 
dürfte ein Rückblick zu empfehlen sein auf das Schema (58.)» dem entsprechend 
die Figur entworfen ist. 
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und hieraus folgt weiter: 

(65.) 5-, ds + —, dt = - „- rfs + — „ tf £. 

ds dx ds dx 

In gleicher Weise, wie r selber , kann offenbar eine beliebig gegebene 
Function F = F (r) behandelt werden ; man erhält alsdann die ana- 
loge Formel: 

(66.) d *M + d £dt = d Äds" + l F r,dt. 

7 ds dx ds dx 

Hier, ebenso wie in (63.), (64.), (65.), kann (vergl. die Figur) ds 
dasjenige Element von Ä genannt werden, welches während der Zeit 
dt in den Ring neu eintritt, andererseits aber ds' als dasjenige Ele- 
ment von Ä' bezeichnet werden, welches während dieser Zeit aus dem 
Ringe ausscheidet. Doch ist diese Bemerkung eigentlich nur dann 
richtig, wenn die Grössen ds und ds' (wie in der Figur der Fall) 
positive Werthe haben. 

Strenge genommen wird zu sagen sein, dass ds entweder 
die mit (+ 1) multiplicirte Länge eines eintretenden, oder die 
( — 1) multiplicirte Länge eines ausscheidenden Elementes vor- 
stellt, und umgekehrtes stattfindet bei ds . Solches mag angedeutet 
sein durch die Formeln : 

(67.) ds = {+ *J- und ds" — {+ «'' 

wo nämlich die Längen (d. i. die absoluten Werthe) der eintreten- 
den und ausscheidenden Elemente bezeichnet gedacht werden sollen 
respective mit e und a. 



Es sind nun zunächst gewisse Betrachtungen und Formeln zu 
entwickeln, welche nicht nur hier, sondern auch späterhin von Nutzen 
sein werden. Es seien 

a und b irgend zwei Puncte der Ringe A und 2J; 

r ihre gegenseitige Entfernung; 

F=F(r) und G = G{r) beliebig gegebene, jedoch stetige 

Function von r; 
x, y, z und x 19 y if z x die Coordinaten von a und 6, dargestellt 

gedacht durch die Formeln (59. A) und (59. ß); 
u, v, w und u ] ,v u w l die augenblicklichen Geschwindigkeiten 

von a und 6; 
Ds und DSj zwei bei a und 6 gelegene Elemente der beiden 

Ringe ; 
A, B, T und A 1; B,, T x die Richtungscosinus von Ds und Ds x ; 
es sollen untersucht werden die Werthe der beiden Inte- 
grale: 
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(68.) • 

os 



(ff IC) Ds> 



dieselben hinerstreckt*) gedacht über alle Elemente Ds des 
Ringes A 

Den eingeführten Bezeichnungen (59. A, B) zufolge, ist 

dx dy dz dx. dy, dz. 

dt' dt' dx ' £t, ' dt, ' 3t, 

A — <*£ R — ?? r — 2* A = ^ R — ^i r — 8jr « 

Somit erhält man : 

M dx = dx~ U +dj V + dz~ W > 

,-* dF dF . dF . dF 

, , . dG dG dG a , dG - 

Die Geschwindigkeiten u, v, uv sind im Allgemeinen discontinuirlich 
in den Gleitstellen von A } z. B. verschieden für q und p". Demge- 
mäss ist der Ausdruck (a.) längs A unstetig in jenen Gleitpuncten. 
Ebenso ist der Ausdruck (ß.) unstetig in den Gleitpuncten von B, je- 
doch stetig längs A. Endlich ist der Ausdruck (y.) unstetig in den 
Eckpuncten von B (weil in diesen die Werthe der Richtungscosinus 
A 1; B 1; r t plötzliche Sprünge darbieten), hingegen stetiglängs-4. — 
Hieraus folgt, dass von den beiden Producten 

ersteres (x.) längs A, mit Ausnahme der Gleitpuncte, stetig, 
letzteres (L) hingegen längs A überall stetig ist. Demgemäss 
ergiebt sich aus (68.) mit Rücksicht auf (58.) : 

(70.) Z = 0. 



•) Jedes Glied der Summen oder Integrale K, L entspricht einer gewissen 
Linie r, oder (was dasselbe ist) einem gewissen Punctpaar a, b; und die Inte- 
gration wird also der Art auszuführen sein, dass b fest liegen bleibt an irgend 
einer Stelle des Ringes B, während a längs des Ringes A einmal herumläuft. 
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Der Werth von K kann, etwas anders geordnet, auch so ge- 
schrieben werden: 

bs, d t V~ Las, dt J P J ' 

oder, mehr abgekürzt, auch so: 

„ [dQdFy 

K==z \.dl l di\ p -' 

oder auch endlich so : f 

K " m fdT t l\dV) q -\d7) P -\ ; 

denn es ist zu beachten, dass z — längs A überall stetig ist, mithin 

v S* 

z. B. in q', p" (58.) einerlei Werth hat. Selbstverständlich ist in diesen 
Formeln die Summation U ausgedehnt zu denken über säramtliche 
Gleitpuncte des Ringes A\ sodass sie aus eben so vielen einzelnen 
Gliedern besteht, als Gleitpuncte in A vorhanden sind. 

Es sei t der betrachtete Zeitaugenblick, und dt das nächstfolgende 
Zeitelement. Durch Multiplication mit dt ergiebt sich: 

wofür, mit Benutzuug der früher eingeführten speciel leren Be- 
zeichnungen r', t", auch geschrieben werden kann : 



oder kürzer : 



«<-*ü[GH-(£*U 

Kdt = 2? ^— I ^ dt — —„ dt) , 
ds { \dx dt / 



falls man nur in Gedanken festhält, dass die Summe lediglich" aus 
Gliedern bestehen soll, welche den einzelnen Gleitpuncten von A zu- 
gehören. 

Nun ist aber nach (66.) 

Somit folgt: 

oder (was dasselbe) : 
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Nach (67.) ist : 

ds = ( + *} und (— ds") = ( + *"„' 

dabei sind unter den Grössen -f- € die wirklichen Längen 
der eintretenden Elemente, andererseits unter den Grössen — a 
die mit ( — 1) multiplicirten Längen der ausscheidenden Ele- 
mente zu verstehen. Fasst man nun diese beiderlei Grössen + € un d 
— a zusammen unter der Collectivbezeichnung As, so kann 
die Formel (71.) einfacher so dargestellt werden: 

(72.) Kdt 2;|^f— As, 

die Summation £ ausgedehnt über sämmtliche As des Ringes A. 

Substituirt man in (72.) und (70.) für K, L ihre eigentlichen 
Bedeutungen (68.), so erhält man : 



,, _ d (dGdF\ n _ dGdF A 

ds \ds ] dr x J 



dt 



Ersetzen wir nun endlich die den Ringen A und B entsprechen- 
den Bezeichnungen : 

durch diejenigen, deren wir uns in der Regel bedient haben, nämlich 
durch die Bezeichnungen : 

Ä) x o> Va> z \i) s o> r o> ") x \ 7 V\ 7 %\ j s i » x \ f 

so nehmen die Formeln (73.) folgende Gestalt an: 

>'"•* «-'SGIis) 1 *- ' 

und in analoger Weise werden wir offenbar, indem wir den Ringen 
A und B die umgekehrten Rollen zuertheilen , auch folgende Formeln 
erhalten : 

Diese Formeln (74.), (75.) sind also gültig für zwei mit 
beliebig vielen Gleitstellen behaftete Ringe A } B, wie be- 
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schaffen die Functionen F=F(r) und G = G(r) auch sein 
mögen, falls nur dieselben stetig sind. Dabei sind unter 
den As Q alP diejenigen Elemente zu verstehen, welche 
während der Zeit dt in den Ring A eingetreten, oder aus 
demselben ausgeschieden sind, und zwar, die wirklichen Län- 
gen der erstem, die mit ( — 1) multiplicirten Längen der 
letztern; andererseits sind die As, von analoger Bedeutung 
für den Ring B. 

Auch ist es für die Gültigkeit der Formeln einerlei, ob die ein- 
zelnen Theile der Ringe A und B von völlig starrer Beschaffenheit, 
oder im Laufe der Zeit irgend welchen Formveränderungen ausgesetzt 
sind; wie solches aus der Deduction der Formeln sofort erhellt. 



Solches vorausgeschickt, gehen wir über zu unserem eigentlichen 
Gegenstande. 

Sind A und B zwei in Bewegung begriffene biegsame 
Ringe, jeder durchflössen von einem gleichförmigen elektri- 
schen Strome, und ist P das elektrodynamische Potential 
der beiden Ringe aufeinander, so wird die während der 
Zeit dt vom Ringe B auf den Ring A ausgeübte pondero- 
motorische Arbeit eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, 
immer gleich sein dem partiellen Zuwachs von P, genommen 
nach der räumlichen Lage von A. 

So lautete der in (52. d) gefundene Satz. Auch ging aus der 
damaligen Deduction deutlich hervor, dass der Satz für ungleich- 
förmige Ströme nicht mehr gültig ist. Hingegen lässt sich — und 
dies ist das Ziel der gegenwärtigen Untersuchung — darthun', dass 
derselbe, den Fall der Gleichförmigkeit vorausgesetzt, gültig bleibt, 
wenn die Stromringe' mit Gleitstellen behaftet sind. 

Sind solche Gleitstellen vorhanden, so wird zunächst die vom 
Ringe B auf den Ring A während der Zeit dt ausgeübte ponderomo- 
torische Arbeit eldy. Us, genau ebenso wie früher, in (47.), darstellbar 
sein durch : 

(76.) (dT/Wu. = 4 A*ät . J J> ZZ Ds Ds, . 2 |J £±- , 

wo in Folge der vorausgesetzten Gleichförmigkeit J , J, 
vor die Summenzeichen gesetzt sind; nun ist identisch: 

^ ' } dt ds ds } ds \ds t dxj "*" ds x \ds dtj dr \ds () dsj 5 
somit folgt : 

Ken mann, die elektrischen Kräfte. 5 
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ds^ \ds { dxj ~*~ d$ { \ds dxj 



(78.) (dT A *) eldy . v . = 4A*dt. J^ZZ Ds Bs { 



dx Q \ds Q dsj 





Um die Summation rechter Hand weiter behandeln zu können, ist 
zu bemerken, dass aus (74. p), (75. q) die Formeln sich ergeben: 



°o > 



Somit folgt aus (78.): 

(7*) <tf^._UV./,[-ö^I*gg-*.** !**£(«$] 

Von den Summationen ££ im ersten Gliede rechter Hand erstreckt 
sich hier die eine über all' diejenigen Elemente Ds l; welche im Zeit- 
augenblick t dem Ringe B angehören, die andere hingegen über die- 
jenigen einzelnen Elemente As , welche während der Zeit dt in den 
Ring A eintreten , oder aus demselben ausscheiden ; und zwar ist unter 
ASq bei jedem eintretenden Element die wirkliche Länge, bei 
jedem ausscheidenden hingegen die mit ( — 1) multiplicirte 
Länge zu verstehen. 

Andererseits ist nun derjenige Zuwachs — dt zu untersuchen, 

cx {) 

welchen das elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinander 

(55. a, b, c) : 

(80.) P=4A* J J, . ZZ Ds Da, g ^ 

während der Zeit dt erfahren würde, falls man die Stromstärken 
J 0} J, und die räumliche Lage von B constant erhalten, die räum- 
liche Lage von A hingegen denjenigen Aenderungen überlassen wollte, 
welche sie während jener Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Bezeichnet 
man die während der Zeit dt in den Ring A eintretenden und aus 
demselben ausscheidenden Elemente, ihren wirklichen Längen nach, 
für den Augenblick respective mit A's und A a s , so findet man fin- 
den genannten Zuwachs sofort den Werth : 

( 81 .) ««_ 4* W . M 1*^4 (,*$..« 

+ 4* j A [« ^ m g » _ M a. So Ds , H »] ■ 

Führt man also für + A*s und — A a s wiederum die Collectiv- 
bezeichnung As ein, so ergiebt sich: 
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Aus (79.) nnd (82.) folgt nun aber sofort : 
(83.) (W).id,u.--f-<«. 

Somit ist dargethan, dass der vorhin genannte Satz, 
und also auch sämmtliche Sätze (52.a, b, c, d, e, f, g), in ihrer 
Gültigkeit keinerlei Beeinträchtigung erleiden, wenn die 
Ringe A und B mit irgend welchen Gleitstellen behaftet 
sind, immer vorausgesetzt, dass die in den Ringen vor- 
handenen Ströme als gleichförmig angesehen werden dürfen. 
Es werden also z. B. die Formeln (52. f, g) 
(84.) * P=J J X Q, 

(85.) (dT Ä * + d^VWus = 2727 Bdr = - J {) J t dQ 
gültig sein, einerlei ob die betrachteten Ringe ohne Gleit- 
stellen, oder mit solchen behaftet sind.. 

Alle Eigenschaften der Kräfte eldy. Us (mögen sie bekannt oder 
unbekannt sein) werden sich eintheilen lassen in Elementar- und 
Integral -Eigenschaften, jenachdem sie Bezug haben aut einzelne 
Stromelemente, oder auf Complexe solcher Elemente (z. B. auf ge- 
schlossene Ströme). Demgemäss ist das Anipere'sche Gesetz ein 
Elementargesetz genannt worden; und derselben Terminologie ent- 
sprechend, ist andererseits das in (52.a,b) enthaltene Resultat ein In- 
tegralgesetz zu nennen. 

Genauer ausgedrückt wird übrigens jenes durch (52.a,b) ausge- 
sprochene Integralgesetz zu bezeichnen sein als das F. Neumann'sche 
Integralgesetz , in etwas erweiterter Gestalt. Denn in der That ist 
dasselbe nichts Anderes als eine leicht sich ergebende Verallgemeine- 
rung derjenigen Sätze, welche von meinem Vater aufgestellt worden 
sind speciell mit Bezug auf fortschreitende oder drehende Be- 
wegungen. Diese specielleren Sätze sind bereits erwähnt, nämlich 
dargestellt durch die in (53.) und (54.) angegebenen Formeln. Im 
folgenden §. soll in Kürze diejenige Methode*) dargelegt werden, 
deren mein Vater zur Ableitung dieser specielleren Sätze sich bedient hat. 



§. 12. Andere Methode zur Entwicklung der Theorie des elektro- 
dynamischen Potentiales. 

Es seien gegeben irgend zwei geschlossene Curven; irgend ein 



*) Vergl. die auf pag. 45 citirte Abhandlung: Ueber ein allgemeines 
Princip der mathematischen Theorie inducirter elektrischer Ströme; 
daselbst die fünf letzten Seiten. 

6* 
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Punct der einen habe die Coordinaten x { „ y a ,£„ und die Bogenlänge 
s 5 ebenso irgend ein Punct der andern die Coordinaten #, , y x } z { und 
die Bogenlänge s,; endlich sei 

(1.) R = r» = (*„ - *,)' + (!f, - *)' + (*. - *,) 2 - 
Alsdann folgt durch Differentiation nach s und s, : 



(2.) || — 2[(* -*,)ffj + -] = - 2KÜ • cos», 2j/i* . 0„ 

- =_2 f|-°|*'- + • • -1 2cos f = - 2E, 

s, lds ds v ' J ' 



d*R 

ds ds, 



wo 6 = cos# , 0, = cos fr,, E = cos« die bekannten Bedeutungen 
(pag. 44) besitzen. 

Bezeichnet nun U= U(R) eine willkiihrlich gegebene, lediglich 
von R abhängende Function, so wird: 

?_£ dUBR 

^ ' ds„ dR ds ' 

*• ' ds 'ds t dR ds d's, + dR 2 ds ds, ' 

also mit Rücksicht auf (2.) 

oder, wenn man j-j> — ^ se ^ : 

d F (Z F r tf F • 

Zufolge (1.) ist aber i? y^ = r 2 „ - = -^ -y v . Somit ergiebt sich: 

Multiplicirt man dieSe Gleichung mit den Bogenelementen Ds , Ds l; 
und integrirt sodann über sämmtliche Elemente beider Curven, so 
entsteht die Formel : 

(8.) = £E Ds Ds, [r E + |T r e o 0,] , 

in welcher offenbar P", ebenso wie U, eine willkührliche Function von 
R oder (was dasselbe) von r ist. Diese Formel (8.) führt sofort zu 
folgendem Satz: 
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Sind E(r) und F(r) beliebige Functionen von r, jedoch 
mit einander verbunden durch die Relation: 

(0.) >^ + i,(, )== 0, 

so wird jederzeit die Gleichung stattfinden: 

(10.) ES Bs Dsj [E(r) . E — F(r) . 000,] = 

die Integration ausgedehnt über zwei geschlossene Curven 
von beliebiger Gestalt und Lage. 

Beiläufig sei bemerkt, dass (zufolge dieses Satzes) z. B. die Glei- 
chung stattfindet : 

an zz J)s « T)s i E _ £ 2; Dg ' )Ds ' e ' ,e ' = 0: 

v v y T 

denn für E(r) = — ; wird [zufolge (9.)] : F(r) ebenfalls = — • 



Solches vorausgeschickt, gehen wir über zum eigentlichen Gegen- 
stande. Die eben betrachteten Curven mögen zwei gleichförmige 
Stromringe ohne Gleitstellen repräsentiren, A und B. Es seien: 

J Ds {) und J l Ds l zwei Elemente der Ringe A und JB; 
x o? Uo) h un d x \j V\y z \ && Coordinaten derselben ; 

r = VW— x x f + (jf — V\)\ + (* — S\)' 1 5 

A , B , T und A, , B, , F", die Richtungscosinus von Ds und Ds, ; 

e = a a 1 + BoB, + r r l5 

o = AA o + BB o + rr o , 

0j = AA, + BB X + rr j; wo A, B, V die Richtungscosinus der 
Linie r vorstellen sollen, gerechnet von Ds, nach Ds ; 

B die ponderomotorische Kraft eldy. Us, mit welcher J, Ds { 
einwirkt auf J Ds {) ; 

Xq 1 , Y \ Z x die Componenten dieser Kraft JK; 

Xq b , Yq B , Z b die Componenten derjenigen ponderomo torischen 
Kraft eldy. Us, welche auf das einzelne Element J Ds Q aus- 
geübt wird vom ganzen Ringe JB; 

F das elektrodynamische Potential der beiden Ringe A und 
B auf einander. 

Es sei sogleich bemerkt, dass dieses Potential F (vergl. pag. 56) 
den Werth hat : 

(12.») P = - A* J Jt . 2J2J Ds D 8i [4 (^) 2 . 6 e] , 
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und daher, zufolge des Satzes (9.), (10.), auch ausgedrückt werden 
kann durch 

(12. b), P^ — A 2 ^ . 2J2J DsnDs, [<p . E], 

vorausgesetzt, dass man unter <p eine Function von r versteht, welche 
mit if> verbunden ist durch die Relation : 



<*> '&+*©)'-•■ 



Dieser Relation entsprechend, und in Uebereinstimmung mit einer 
früheren Festsetzung (pag. 46), sollen im Folgenden 

ty = ty(r) und 9 = q>(r) 
als Functionen aufgefasst werden, welche für beträchtliche r iden- 
tisch respective mit ]/r und — , für sehr kleine r hingegen von 

noch unbekannter Beschaffenheit sind. 

Die Kraft R hat nach dem Am per ersehen Gesetz (pag. 44) den 
Werth: 

(14.) B-^J./ 1 D^D. I .8^ 8 -0-;- 

ihre #-Componente wird daher: 



(15. 



äty d 2 il> x — x 



) XJ-XW^.%%^ 



Hieraus ergiebt sich durch Summation über sämmtliche Elemente 
Ds l sofort: 



(16.) XJ -* J JT, Ds . 2 D Sl {8 (g *-=*i) £*_} , 

i. 

(17.) ' X * = ^ J J t Ds . 2: Ds^Sw ^} , 



p.. i A , i. ! d# ä — x { J^ di>dr 

wo für den Augenblick -=- — L = u 9 und r^- = ■— — = t; ge- 

setzt worden ist. 

Nun gilt allgemein für beliebige Functionen u, v die Gleichung: 

Q dv A d(uv) . A ., d (v\ 
8 u — = 4 -^ — ^ + 4w z — I - ) . 



Hieraus folgt, >yenn für u , v die genannten Bedeutungen substituirt 
werden : 

Somit ergiebt sich aus (17.) 
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oder wenn man an Stelle der Function ty die mit dieser durch die 
Relation (13.) verbundene Function np einführt : 

„9., V -AW.J,Ü H . Z D_ {_£ ü=a? 1 (^ |i)} . 

Beachtet man nun, dass die Richtungscosinus von Ds und Ds, mit 
A , B , T und A, ; B,, Tj bezeichnet' worden sind ; so erhält man suc- 
cessive : 

r U = K^o — «i) Ao + (2/o-yi) Bo + (*<> — *i) r o], 

dr_ [Ovz ^i) Aq -j ] 



U/Q "~^ *</l ^"Q *VQ " ~ 3/« 



ds t \:r — x v dsj x — x x (x — x t y ' 

th-^Y d_ / r__ 0r\ _ («b — g|) [ApA, -| ] [(s — x t ) A + •••] A, 

»• ds t \x — x t dsj r ' r ' 

= -g[A„A 1 + ..] + [^A + ...]A 1 ,. 

' = - — E + - A . 
dx dSf, ' 

•Somit folgt aus (19.) : 

(20.) x^-a'J^^.zvs^e-^}. 

Analoge Formeln werden offenbar auch für 'F B und i/ B gelten, so 
dass man also schreiben kann : 

(21.) X '^Ä'J {t J l Ds .SDs 1 {^E- d ^A l }, 

(22.) F,* - ^ J. J, D V * D Sl {^ E - jg B,} , 

(23.)' ^ - A> J J t D* . 2; *,{£ E - |J r f } . 
Aus den beiden letzten Formeln *) folgt sofort : 
(24.) ^- * V = * J. J, D«, . * D Sl {(, |f _ ,. g) E - S §*} , 

*) Die Formeln (21.), (22.), (23.) sind, ziemlich in derselben Gestalt, bereits 
von Ampere gegeben in seiner Theorie des phe'nomenes ölektrodynamiques (da- 
selbst pag. 136). Ueberhaupt ist der im gegenwärtigen §. eingeschlagene Weg 
bis zu dieser Stelle ziemlich in Uebereinstimmung mit den in jener Theorie ge- 
gebenen Deducfionen. Von hier ab folgen nun aber diejenigen Entwicklungen, 
welche sich vorfinden in der am Schluss des vorhergehenden §. (Note , pag. 67) 
genannten Abhandlung. 
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wo zur Abkürzung y T, — # B { = £ gesetzt ist. Nun wird offenbar : 

v ajp _ a(9|) _ dl 

* d s ds W ds ' 

also mit Rücksicht auf die Bedeutung von £ : 

. d<p d(<p£) m _ R _ 

Folglich kann die Formel (24.) auch so geschrieben werden : 

\(v gy --^E 8(yS) l 
(25.) y„V - * F/ - 4' J J, D* .£ DsA V" dz, ° dyj ds . 

I +g»(B r 1 -B,r ) ) 

Summirt man nun die Formel (21.) über sämmtliche Elemente 
Ds des Ringes A, so erhält man: 

(26.) JSXf-A* J„ J, . SS Ds Ds, {?-? e} ; 

und in analoger Weise erhält man aus (25.): 

(2702?(y,V-*o^-^V^,^2;D ab D« i j(y,^-« o |^)E+9(B t r 1 -B 1 r4 

Die Formeln (26.) und (27.) repräsentiren offenbar diejenige trans- 
latorische Wirkung und dasjenige Drehungsmoment, welche 
B auf A ausübt respective in der Richtung der #Achse und in» 
Bezug auf diese Achse*). 

Beiläufig bemerkt geht aus diesen Formeln (26.), (27.) deutlich 
hervor, dass die Ausdrücke 

^«D^D^E, 
(28.) A* J^D^Ds^E, 

^Jo^D^D^f-^E 

01 ° ! d Zq 

als die scheinbaren Kräfte zwischen den Elementen ge- 
schlossener Ströme bezeichnet werden können mit Bezug 
auf fortschreitende, nicht aber mit Bezug auf drehende Be- 
wegungen**). 



*) Selbstverständlich ist hier immer nur von den Kräften eldy. Üb die Rede. 
Genauer ausgedrückt müsste man also sagen: die translatorische Wirkung 
eldy. Us, ebenso das Drehungsmoment eldy. Us. Doch mag der Zusatz 
eldy. Us, der Bequemlichkeit willen, hier und im Folgenden zuweilen unter- 
drückt werden. 

**) Die Ausdrücke (*28.) würden nämlich als die scheinbaren Elementarkräfte 
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Das elektrodynamische Potential P der beiden Ringe A und B 
aufeinander hat nach (12.b) den Werth: 

(29.) P = - A* J J { . 22 Ds Ds l [<p . E}. 

Denken wir uns den Ring A sich selber parallel in der Richtung 
der x Achse unendlich wenig verschoben, so resultirt für das Potential 
P ein Zuwachs 

(30.) SP = - A* J Q J, . £2 Ds D S] \l^ g X{) . E | , 



o 



wo öx die Verschiebung des Punktes x , y u , z^ vorstellt. Bezeichnet 
man den gemeinschaftlichen Werth, welchen die Verschiebung 
dx für sämmtliche Puncto des Ringes A besitzt, mit dp, so folgt: 

also mit Rücksicht auf (26.): 

(32.) SXS--1?. 

D. h. die von B auf A in der Richtung der #Achse aus- 
geübte translatorische Wirkung ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, gleich dem Differentialquotienten des Potentiales 
P nach einer Verschiebung von A in jener Richtung. Das 
ist derselbe Satz , der schon früher (pag. 55) auf anderem Wege ge- 
funden war. 

Denken wir uns andererseits dem Ringe A eine unendlich kleine 
Drehung um die xAxe zuertheilt, so wird das Potential P (29.) einen 
Zuwachs erhalten : 

(33.) ÖP= — A 2 J J t .2£ Ds Ds, [Ed<p + <pdE]. 

wo d(p 7 ÖE die Bedeutungen haben: 

* E = A t (JA + BjdBo + T.öTo. 

Für die Veränderungen dx , dy {) , dz und dA , dB , dT ergeben sich 
aber aus unsern allgemeinen Formeln [(40.d,g) auf pag. 47, 48] die 
Werthe: 



mit Bezug auf drehende Bewegungen nur dann angesehen werden können, 
wenn das in der Formel (27.) enthaltene Glied 

SS DsoD^cptBoT, — B,r ) 
jederzeit Null wäre. Dass solches aber nicht der Fall ist, ergiebt sich leicht, 
z. B. durch Betrachtung unendlich kleiner Ströme. 
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dx = 0, d\ = 0, 

dy = — z K) da , *B = — T da , 

**o = + #•*», *r = + B dö, 

falls man nämlich unter Öto den unendlich kleinen Winkel versteht, 
um welchen der Ring A um die xAxe gedreht worden ist. Somit 
folgt: 

Substituirt man aber diese Werthe in (33.), so ergiebt sich 

(34 -> »15 ~~- A7 J » J ' • ££ Ds « Ds 'i(yo ff - «o ffj e + 9>(B u r, - B.rJ 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (27.) sofort: 

(35.) *(ttV-*oV)--yf- 

D. h. das von .0 auf -4 in Bezug-auf die x Achse ausgeübte 
-Drehungsmoment ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 
dem Differentialquotienten des Potentiales P nach einer 
Drehung von A um jene Achse; — ein Satz, welcher überein- 
stimmt mit dem schon früher (pag. 56) erhaltenen Resultat. 



§• 18. Ueber die Frage, ob für die ponderomotorischen Kräfte elektro- 
dynamischen Ursprungs ein elementares Potential existiren kann. 

Es seien A, B zwei starre Drahtringe, die durchflössen sind 
von den gleichförmigen elektrischen Strömen J , J v Befin- 
den sich diese Ringe in irgend welchen Bewegungen, und gleichzeitig 
etwa auch die in ihnen vorhandenen Ströme J Q , J x (unbeschadet 
ihrer Gleichförmigkeit) in irgend welchem Zustande der Veränderung, 
so wird (vergl. pag. 53) für jedes Zeitelement dt die Formel gelten: 

(1.) (rfT/W v. = - (§£ da + f-J da + • • •) • 

Hier bezeichnet P das elektrodynamische Potential der beiden Ringe 
aufeinander, und (dT A b ) eld y. VB die Arbeit derjenigen ponderomotori- 
schen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche der Ring B wäh- 
rend des gegebenen Zeitelementes dt ausübt auf den Ring A. Ausser- 
dem sind unter «,«',... diejenigen Parameter zu verstehen, durch 
welche die räumliche Lage des Ringes A in irgend einem Augenblick 
sich bestimmt, und unter da, da, . . . die Zuwüchse dieser Parameter 
während der Zeit dt. Die Formel (1.) sagt also aus, dass für jedes 
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Zeitelement dt die vom Ringe B auf den Bing A ausgeübte 
ponderomotische Arbeit eldy. Us gleich gross ist mit dem 
negativen partiellen Zuwachs des Potentiales P } genommen 
nach der räumlichen Lage von A. 

Bei den hier anzustellenden Erörterungen wollen wir, der Ein- 
fachheit willen, uns beschränken auf den Fall beträchtlicher Ent- 
fernungen. Alsdann ist (vergl. pag. 46) die Function # identisch mit 
}/r, folglich das Potential P (vergl. pag. 57) darstellbar durch 

(2.) P = - A* J J, . ZZ ®; e -l Ds D S| , 

oder auch durch : 
(3.) P^-ÄW^.SI! ~Ds Ds t , 

wo r, O , 6j, E dieselben Bedeutungen haben wie im Ampe reichen 
Gesetz (pag. 44). Multiplicirt man die Formeln (2.) und (3.) respective 

l ] c 1 1 7«; 

mit — ~ — und —5-- , und addirt, so erhält man für P folgende 

dritte Darstellung: 

(4.) p-_^j # j 1 .i;2?(L^^ + !+*I)d*D« 1 , 

wo offenbar fc,eine völlig willkührliche Constante ist. An Stelle 
von (4.) mag kürzer geschrieben werden: 

(5.) P=ZZ pDs Ds l} 

wo alsdann p zu definiren ist durch die Formel : 

(6.) P D S „ D Sl - - A* J,J f (i^* §^l + l +± JD T> So D Sl . 

Andererseits sei bemerkt, dass die in (1.) mit (dT A B ) e iaj, Vfi be- 
zeichnete Arbeit in folgender Weise ausgedrückt werden kann : 

(7.) (dT A *) eldy . ü8 — ZZ (dT % dy . ü8 , 

wo alsdann (dT {) l ) e i d7 .vs diejenige Arbeit eldy. Us repräsentirt, welche 
ein einzelnes Element Ds, des Ringes B ausübt auf ein einzelnes 
Element Ds des Ringes A. 

Durch Substitution der Werthe (5.), (7.) gewinnt nun die Formel 
(1.) folgende Gestalt: 

' (8.) ZZ W ) eldy . ü8 = - ZZ (^ da + |£ da + • • •) D* Lte, . 

oder (was dasselbe ist) folgende : 
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Die vom Hinge B auf den Ring A ausgeübte Arbeit 22 (dT l ) eldj . Ug 
ist also, wie aus der Formel (9.) deutlich hervorgeht, von solcher 
Beschaffenheit, als würde von jedem einzelnen Elemente Ds, auf jedes 
einzelne Element Ds eine Arbeit (dT l ) B i dj ,u 9 ausgeübt vom Werthe: 

(10.) (^'W- (&^ ** + ^^ äa+.- •). 

Jene frühere Formel (1.) kann bezeichnet werden als ein für 
zwei gleichförmige Stromringe gültiges Integra lgesetz, andererseits 
die Formel (10.) als ein aus diesem, durch Repartirung auf die ein- 
zelnen Elemente, sich ergebendes Elementargesetz. Dem entspre- 
chend würde alsdann P das elektrodynamische Potential der beiden 
Ringe A, B aufeinander, und^DfyDsj dasjenige der beiden Ele- % 
mente Ds , Ds, aufeinander zu nennen sein. 

Ein solcher Process der Repartirung ist selbstverständlich vom ma- 
thematischen Standpuncte aus völlig unberechtigt, ebenso unberechtigt, 
als wollte man aus einer gegebenen Gleichung a + b = a + ß den 
Schluss ziehen, dass a = a und b = ß sein müsse. Auch würde die 
Formel (10.) ein Elementargesetz repräsentiren, welches, wie leicht zu 
übersehen, mit dem A mp er e'schen Elementargesetz in Widerspruch 
steht. 

Doch könnte man die Dinge von einem andern Standpuncte aus 
betrachten. Man könnte behaupten, wirklich durch die Erfahrung 
constatirt sei das Ampere 'sehe Elementargesetz keineswegs, 
sondern nur das aus ihm sich ergebende, durch die Formel (1.) 
ausgedrückte Integralgesetz. Demgemäss habe jedes andere Ele- 
mentargesetz, falls dasselbe nur ebenfalls hinleite zu dem genannten 
In tegr algesetze (1.), dieselbe Berechtigung wie das Ampere'sche. 
Der Annahme des durch (10.) ausgedrückten neuen Elementargesetzes 
an Stelle des Amp er e'schen stünde also kein Bedenken entgegen; 
ausserdem aber falle zu seinen Gunsten noch der Umstand ins Ge- 
wicht, dass dasselbe, dem Amp er e'schen gegenüber, durch grössere 
Einfachheit sich auszeichne, nämlich verträglich sei mit der Existenz 
eines elementaren Potentiales. 

Unterwerfen wir nun, auf solche Empfehlung hin, das durch die 
Formel (10.) ausgedrückte neue Elementargesetz einer näheren Be- 
trachtung; und denken wir uns dabei, der grösseren Bequemlichkeit 
willen, den Ring B, mithin auch das Element Ds l? als unbeweglich. 
Der Ausdruck p Ds Dsj (6.) ist nicht nur abhängig von den 
Coordinaten des Elements Ds , sondern auch von seiner Richtung. 
Folglich wird, jenem neuen Gesetze (10.) zufolge, die elementare 
Arbeit (flf^Wdy.us aucn daim noch einen gewissen Werth besitzen, 
wenn das Element Ds , ohne seinen Ort im Raum zu ändern, nur 
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seine Eichung wechselt. Jenem Gesetze (10.) zufolge, sind also die 
ponderomotorischen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche das 
unbewegliche Element Ds, auf das Element Ds ausübt, von solcher 
Beschaffenheit, dass sie eine gewisse Arbeit verrichten, sobald das 
Element Ds Q etwa um seinen eignen Mittelpunkt sich dreht. Mit 
andern Worten: Jenem Gesetze zufolge werden die genannten Kräfte 
ein gewisses Drehungsmoment auf Ds ausüben. — Unterwirft man 
die in solcher Weise sich ergebenden elementaren Drehungsmomente 
nämlich das von Ds, auf Ds , und umgekehrt von Ds auf Ds t aus- 
geübte, einer näheren Untersuchung, so zeigt sich, dass die geometri- 
schen Charakteristiken*) dieser beiden Momente parallel, von glei- 
cher Stärke und entgegengesetzter Richtung sind, vorausgesetzt, 
dass man der bisher unbestimmt gelassenen Constanten h [welche in 
pDs Ds l (6.) enthalten ist] den Werth + 1 zu Theil werden lässt. 
Ueberhaupt zeigt sich, dass jenes neue Elementargesetz (10.) bei 
Annahme dieses speciellen Werthes von Je im vollen Einklänge steht 
mit den Anforderungen des allgemeinen Princips der Action und Re- 
action. 

Soweit also würde kein Einwand zu erheben sein gegen die An- 
nahme jenes neuen Elementargesetzes (10.) und des damit verbundenen 
elementaren Potentiales p Ds Ds,. Doch ergeben sich gewichtige 
Einwände von einer andern Seite her. 

Denkt man sich nämlich den Stromring A zusammengesetzt aus 
zwei Theilen, von welchen der eine Ä drehbar ist um eine gege- 
bene Achse, während der andere Ä' eine völlig feste Aufstellung hat, 
und denkt man sich andererseits den Stromring B ersetzt durch ein 
ebenfalls fest aufgestelltes Solenoid, dessen geometrische Achse zu- 
sammenfällt mit jener gegebenen Drehungsachse, so wird die re- 
lative Lage zwischen diesem Solenoide B und dem Theile A\ falls 
man letztern um die genannte Achse in Umdrehung versetzt, fort- 
während dieselbe bleiben. Die während irgend eines Zeitelementes 
dt dieser Umdrehung vom Solenoid B auf den Theil Ä ausgeübte 
Arbeit (d T A > B ) e \dy. us hat nun zufolge des neuen Elementargesetzes 
(10.) den Werth: 

wo a den Drehungswinkel, und da den Zuwachs von a während der 
Zeit dt bezeichnet. Selbstverständlich ist in diesem Werthe (11.) unter 



*) Unter der geometrischen Charakteristik eines Drehungsmomentes soll eine 
mit der Achse des Momentes parallele Linie verstanden sein, welche durch ihre 
Länge und Richtung die Stärke und den Sinn des Drehungsmomentes angiebt. 



Digiti 



zedby G00gk 



78 Die ponderomotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

(12.) ££ p Ds Ds, 

ein Integral zu verstehen, welches sich ausdehnt über alle Elemente 
D$ des Theiles A' und über alle Elemente T>s i des Solenoides B. 

Während der genannten Umdrehungsbewegung bleibt nun aber, 
wie schon bemerkt, die relative Lage zwischen Ä und B fortdauernd 
ein und dieselbe, mithin der Werth des Integrales (12.) unab- 
hängig von a. Somit folgt aus (11.), dass 

(13.) (dT A '*Wu. = 

ist, dass also die vom Solenoid auf den Theil Ä während seiner 
Umdrehung ausgeübte ponderomotorische Arbeit eldy. Us fortdauernd 
Null bleibt, und dass mithin die vom Solenoide auf den Theil AI 
ausgeübten ponderomotorischen Kräfte eldy. Us nicht im Stande sein 
können, diesen Theil Ä, falls er etwa zu Anfang in Buhe sich befin- 
det, in Umdrehung zu versetzen. Solches aber widerspricht bekannt- 
lich in directer Weise den experimentellen Thatsachen *). 

Die Vorstellung, das Ampere'sche Elementargesetz 
dürfe oder müsse ersetzt werden durch jenes neue in (10.) 
angegebene Elementargesetz, überhaupt die Vorstellung, 
für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us existire ein 
elementares Potential, — diese Vorstellungen brechen also 
zusammen unter dem Gewicht der empirischen That- 
sachen. 

Ein solches Wort wie Potential kann allerdings in höchst ver- 
schiedenen ?*) Bedeutungen gebraucht werden; und es wird daher an- 
gemessen sein, das eben ausgesprochene Ergebniss ein wenig sorg- 
fältiger zu formuliren, indem wir sagen: 

Das für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us mit 
Bezug auf zwei gleichförmige Stromringe von meinem 



*) Die erste der hierher gehörigen experimentellen Thatsachen dürfte von 
Savary entdeckt worden sein (vergl. Ampere: The*orie des phen. elektrody., 
pag. 47). Diejenige specielle Thatsache, welche bei den obigen Erörterungen 
vorzugsweise ins Auge gefasst ist, nämlich die Rotation eines elektrischen Strom- 
leiters um einen Magneten oder um ein Solenoid, tritt deutlich hervor bei dem 
von Faraday construirten Rotationsapparat. Man findet die Beschreibung dieses 
Apparates in Wiedemann's Lehre vom Galvanismus (Braunschweig, 1863, 
Bd. II, pag. 121), ferner inWüllner's Lehrbuch der Experimentalphysik (Leipzig, 
1865, Bd. II, pag. 1125). 

**) In ganz anderer Bedeutung ist z. B. dieses Wort Potential von mir ge- 
braucht worden in einer Abhandlung über die Principien der Elektrodynamik 
vom Jahre 1868 (Programm der Tübinger Universität vom Juli 1868; vergl. auch 
die Math. Annalen, Bd. I, pag. 317). 
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Vater eingeführte Potential P besitzt bekanntlich die cha- 
rakteristische Eigenschaft, dass die von solchen Ringen 
aufeinander ausgeübten translatorischen Wirkungen und 
Drehungsmomente identisch sind mit der negativen par- 
tiellen Ableitung von P nach der betreffenden Richtung 
oder nach dem betreffenden Drehungswinkel, und dass 
allgemeiner die von dem einen Ringe auf den andern wäh- 
rend irgend eines Zeitelements ausgeübte Arbeit identisch 
ist mit dem negativen partiellen Zuwachs von P, ge- 
nommen nach der räumlichen Lage jenes andern Ringes. — 
Dass ein derselben Eigenschaften sich erfreuendes Po- 
tential auch existire für irgend zwei Strom demente, ist 
den empirischen Thatsachen gegenüber ein Ding der Un- 
möglichkeit*). 

Allerdings wird mit Bezug auf gewisse specielle Fälle (wenn 
z. B. die betrachteten Ringe starr oder wenigstens ohne Gleitstellen, 
und die in ihnen vorhandenen Ströme gleichförmig sind) der An- 
nahme eines solchen elementaren Potentiales kein Hinderniss ent- 
gegenstehen. Doch wird dieses elementare Potential, eben weil seine 
Anwendbarkeit auf specielle Fälle beschränkt ist, niemals angesehen 
werden dürfen als der Ausdruck des wirklichen Elementargesetzes, 
sondern aufzufassen sein als der Ausdruck eines scheinbaren Ele- 
mentargesetzes, welches in jenen speciellen Fällen mit dem wirk- 
lichen äquivalent ist. Das in (10.) angegebene scheinbare Elemen- 
targesetz bietet übrigens, wie vorhin gezeigt worden ist, die Eigen- 
tümlichkeit dar, dass ihm zufolge zwischen zwei Stromelementen nicht 
nur gegenseitige translatorische Kräfte, sondern daneben auch noch 
gegenseitige Drehungsmomente vorhanden sein würden. 



*) Man findet diese Erörterungen, theiiweise ein wenig weiter ausgeführt, 
in einem Aufsatze, den ich in den von C leb seh und mir herausgegebenen Math. 
Annalen (Bd. V, pag. 602) veröffentlicht habe. Zugleich findet man dort (pag. 614), 
in unmittelbarem Anschluss an diese Erörterungen, gewisse Bedenken ausgespro- 
chen gegen die neuerdings von Helmholtz entwickelte Theorie (Borchardt's 
Journal, Bd. 72, pag. 57 und Bd. 75, pag. 35). Ohne auf diese Bedenken hier von 
Neuem einzugehen, mag nur noch bemerkt sein, dass der Ausdruck (6.) genau 
derjenige ist, welchen Helmholtz als das Potential zweier Strom elemente 
aufeinander bezeichnet, dass es aber auf einem Irrthum beruht, wenn Helm- 
holtz sagt, jener Ausdruck verwandele sich für k = -f* 1 m das von meinem 
Vater aufgestellte Potential. Denn in den betreffenden Abhandlungen meines 
Vaters ist nirgends von einem Potential zwischen Stromelementen die Rede, 
sondern immer nur von dem Potential zwischen geschlossenen gleichförmi- 
gen Strömen. 
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Dritter Abschnitt 

Untersuchung gewisser Integrale, welche hinerstreckt sind 
über geschlossene Curven. 

Es enthält dieser Abschnitt gewisse Betrachtungen, welche voranzuschicken er- 
forderlich ist, falls langwierige Unterbrechungen in den nächstfolgenden Abschnitten 

vermieden werden sollen. 



§. 14. Ueber diejenigen Unterscheidungen, welche mit Hülfe der Worte 
Links und Rechts ausgedrückt zu werden pflegen. 

(1.) Erste Definition. Denkt man sich eine bestimmte 
Richtung % festgesetzt auf der Peripherie einer Kreis- 
fläche, und ferner eine bestimmte Richtung a festgesetzt 
auf der Achse*) der Kreisfläche, so sollen diese beiden 
Richtungen positiv zu einander genannt werden, sobald 
der in it Liegende und nach dem Mittelpunct der Kreis- 
fläche Hinsehende die Richtung cc markirt mit ausge- 
streckter Linken. 

Wir haben uns also, falls die Richtung it in gewöhnlicher Weise 
durch einen Pfeil angedeutet ist, eine ihrer Länge nach mit diesem 
Pfeil zusammenfallende menschliche Figur vorzustellen, in solcher 
Lage, dass ihre Füsse am Schweif, ihr Kopf an der Spitze des Pfeils 
sich befinden, und gleichzeitig ihre Augen nach dem Mittelpunct der 
Kreisfläche hingewendet sind. Die beiden Richtungen it und « heissen 
positiv zu einander, sobald diese Figur die Richtung « markirt mit 
ihrem ausgestreckten linken Arm. Es wird mithin z. B. die schein- 
bare Bewegung der Sonne um die Erde positiv zu nennen sein in 
Bezug auf diejenige Richtung der Erdachse, welche vom Nordpol zum 
Südpol geht. 



♦) Unter der Achse ist die auf der Kreisfläche in ihrem Mittelpunct errichtete 
Normale zu verstehen. 
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Durch a ist ein geradliniges Fortschreiten, andererseits durch % 
eine gewisse Drehung indicirt. Sind a und tc positiv zu einander, so 
werden jenes Portschreiten und diese Drehung ebenfalls als po- 
sitiv zu einander zu bezeichnen sein. 

Sind im Räume irgend zwei Linien g und h, jede von festgesetzter 
Richtung, gegeben, welche ohne sich zu treffen in irgend welchem 
Abstände an einander vorübergehen, so wird, falls man die eine 
derselben, z. B. g, als Achse betrachtet, gleichzeitig durch die andere 
h eine gewisse Umdrehungsrichtung um diese Achse markirt sein*). 
Oder anders ausgedrückt: Betrachtet man g als das a, so wird gleich- 
zeitig durch h ein gewisses % markirt sein. Mit Bezug hierauf gilt 
folgender Satz: 

Sind die Linien g, A, respective als a 7 it betrachtet, positiv zu 
einander, so sind dieselben, respective als ä, a betrachtet, ebenfalls 
positiv zu einander. 

Der Satz ist leicht zu beweisen, wenn wir ihn zunächst ein wenig 
anders aussprechen. Die beiden Linien g, h mögen durch die Linie 
k ihres kürzesten Abstandes starr mit einander verbunden sein; und 
diese starre Figur (g, k, h) sei gegeben in zwei (congruenten) Exem- 
plaren. In dem einen Exemplar sei g mit a, h mit % bezeichnet, in 
dem andern umgekehrt g mit % } h mit a. Darzuthun ist alsdann, 
dass wenn a, n positiv zu einander sind, Gleiches auch gilt von a f it\ 
Hiefür aber ergiebt sich der Beweis augenblicklich. Denn jene beiden 
Exemplare können, wie leicht zu übersehen, in doppelter Weise mit 
einander zur Deckung gebracht werden, einerseits so dass g mit g 7 
h mit h zusammenfällt, andererseits aber auch so, dass das g des 
ersten Exemplars mit dem h des zweiten, und das h des ersten mit 
dem g des zweiten zur Deckung gelangt**). Jene beiden Exemplare 
(g, Ä), welche respective bezeichnet waren mit (a, n) und (#', a) } sind 
also unter einander congruent nicht nur im Sinne (a, jr), (% 7 a) 7 son- 



*) Man kann sich nämlich die Linien p, h enthalten denken in einem starren 
Körper, g als eine feste Achse des Körpers, h aber als eine auf den Körper ein- 
wirkende Kraft ansehen. Durch diese Kraft h wird alsdann der Körper um jene 
Achse in einem bestimmten Sinne in Umdrehung versetzt werden. 

**) Dass die erste Deckuogsart möglich ist, folgt unmittelbar aus der voraus- 
gesetzten Congruenz der beiden Exemplare. Denken wir uns nun aber die beiden 
Exemplare in dieser Lage, also g mit g y h mit h, folglich auch k mit k zu- 
sammenfallend, und lassen wir vom Mittelpunct der Linie Je eine Achse l ausgehen, 
gleich geneigt gegen die beiden Richtungen g und h, so wird das eine Exem- 
plar (g t k,h) falls man dasselbe um, die Achse l um 180° dreht, von Neuem mit 
dem andern Exemplar zur Deckung gelangen, diesmal aber so, dass g und h 
respective mit h und g zusammenfallen. Dies aber ist die behauptete zweite 
Deckungsart. 

Naumann, die elektrischen Kräfte. Q 
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dem ebenso auch im Sinne («, n\ («', ri\ Aus der Voraussetzung, dass 
a } n positiv zu einander sind, folgt daher, dass «', % ebenfalls positiv 
zu einander sind. W. z. b. w. 

Aus diesen Betrachtungen entspringt die Berechtigung für folgende 
Bezeichungsweise : 

(2.) Zweite Definition. Zwei im Räume aneinander vorbei- 
gehende, unter irgend welchem Winkel gegen einander ge- 
neigte Linien mögen positiv zu einander genannt werden, 
sobald angedeutet werden soll, dass jene Linien zu diesem 
Namen berechtigt sind, falls man die eine als Achsenrich- 
tung, die andere als Umdrehungsrichtung ansieht. 

Oder anders ausgedrückt: Sie mögen positiv zueinander 
genannt werden, sobald der in der einen Linie Liegende 
und nach irgend einem Puncte der andern Linie Hin- 
sehende die Richtung dieser andern mit ausgestreckter 
Linken markirt. 

Die in (1.) speciell für eine Kreisfläche getroffene Festsetzung 
lässt sich ohne Schwierigkeit ausdehnen auf jedes beliebige Flächen- 
stück, einerlei ob dasselbe eben oder krumm ist; man gelangt alsdann 
zu folgender Definition: 

(3.) Dritte Definition. Ist längs des Randes eines gegebenen 
Flächenstücks eine bestimmte Richtung 6 festgesetzt, und 
ist ferner in irgend einem Puncte m dieses Flächenstücks 
eine Normale a von bestimmter Richtung construirt, so 
wird man zunächst bei einer auf dem Flächenstück um m 
beschriebenen unendlich kleinen Kreislinie diejenige 
Richtung n anzugeben im Stande sein, welche mit jener 
Umlaufsrichtung a gleichsinnig ist. Solches ausgeführt 
gedacht, sollen ö und a positiv zueinander genannt werden, 
sobald % und u positiv zu einander sind*). 

Endlich mag noch hinzugefügt werden folgende 

(4.) Vierte Definition. Sind r,,r 2 , r 3 drei Strahlen, welche 
von ein und demselben Punct ausgehen, so mag der Cha- 



*) Sind die Richtungen a und a (im eben angegebenen Sinne) positiv zu 
einander, so pflegt man a auch positiv zu nennen in Bezug auf diejenige Seite 
des Flächenstücks, auf welcher die Normale a errichtet ist, z. B. positiv zu nennen 
in Bezug auf die obere Seite, indem man als obere Seite kurzweg die- 
jenige bezeichnet, auf welcher a errichtet ist. In solcher Weise tritt die hier 
gegebene Definition in volle Uebereinstimmung mit der von mir bei einer früheren 
Gelegenheit ausgesprochenen Definition (Vorlesungen über die Rie mann 'sehe 
Theorie der Abel'schen Functionen. Verlag von Teubner in Leipzig. 1865. 
pag. 71). 
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rakter dieses Strahlenbündels positiv genannt werden, so- 
bald die durch die Reihenfolge r X7 r 29 r% indicirte Umlaufs- 
richtung positiv ist in Bezug auf irgend einen vierten von 
ausgehenden Strahl, dessen Neigungen gegen r i9 r 2} r 3 
kleiner als 90° sind. 

Bezeichnet man also diesen vierten Strahl mit «, und bezeichnet 
man ferner mit 1, 2, 3 dasjenige sphärische Dreieck, welches auf einer 
um beschriebenen Kugelfläche durch die Strahlen r l9 r 2f r 3 markirt 
ist, so wird das Strahlenbündel r i9 r 29 r 3 seinem Charakter nach po- 
sitiv zu nennen sein, sobald die durch die Reihenfolge 1,2,3 indi- 
cirte Umlaufsrichtung des sphärischen Dreiecks positiv ist in Bezug 
auf die durch a repräsentirte Normale. 

(5.) Determination. Für alle folgenden Untersuchungen 
sei festgesetzt, dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige 
Achsensystem (x 9 y 9 z oder £, i^, £ oder je, t), j) jedesmal von 
positivem Charakter ist. 

Von der Definition (4.) aus gelangt man (und zwar am einfach- 
sten wohl durch unmittelbare Anschauung) zu folgendem 

(6.) Satz. Bilden drei von demselben Punct ausgehende 
Strahlen r i9 r 2f r^ ein Strahlenbündel von positivem Cha- 
rakter, so wird ein in r, Liegender und in der Richtung 
von r 2 Fortsehender die Richtung von r 3 markiren mit 
ausgestreckter Linken. 

Wir gehen nunmehr über zu sich anlehnenden analytischen Be- 
trachtungen. Es sei x 9 y 9 z ein rechtwinkliges Achsensystem mit dem 
Anfangspunct 0, und z' die Verlängerung von z über hinaus. 
Dann ist x 9 y 9 z von positivem, hingegen x 9 y 9 z von negativem 
Charakter; was angedeutet werden mag durch 
Char (x, y 9 z) — pos., 
Char (x 7 y 9 J) = neg. 

Es sei nun ferner r i9 r 29 r 3 ein beliebig gegebenes von ausgehendes 
Strahlenbündel, und a derjenige vierte Strahl, welcher gegen r X9 r 29 r :i 
unter gleichem, und zwar spitzem, Winkel geneigt ist. Setzt 
man also 

(«, r,) = 9>i; (g> 2 , 9>3) = #o 

(cc, r 2 ) = p 2 , (g>3, qpj) = ^ 2 , 

(a, r 3 ) = p 3 , • (?>,, (p 2 ) = tl> z , 

so wird qp t =<p 2 =<p 3 < 90° sein; während gleichzeitig unter ^ 1? # 2 ,^ 3 
diejenigen Winkel verstanden werden sollen, unter welchen die Ebenen 
von <p l} qp 2 , <p 3 in der Linie a zusammenstossen. 

Indem wir die Linie a ungeändert lassen, ertheilen wir den Strah- 
len r i9 r 29 r 2 um den Punct derartige Drehungen, dass zunächst 
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cosqpj = cos<jp 2 = cos<p 3 =» j/-£, und dass sodann ^, = tl> 2 = # 3 wird. 
Diese Bewegung lässt sich offenbar immer in stetiger Weise, und zu- 
gleich in solcher Weise ausführen, dass die Strahlen r u r. 2} r 3 während 
des ganzen Verlaufes der Bewegung niemals in dieselbe Ebene zu 
liegen kommen. Nach Ausführung dieser Bewegung wird das 
Strahlenbündel r,, r 2 , r% ein rechtwinkliges sein. 

War nun das Strahlenbündel r u r 2 , r 3 zu Anfang von positivem 
Charakter, so wird dasselbe während jener Bewegung, bei welcher 
niemals alle drei Strahlen in dieselbe Ebene fielen, diesen Charakter 
beibehalten, und also zu Ende jener Bewegung congruent sein mit 
dem Achsensystem x, y, 0. War andererseits das Strahlenbündel 
zu Anfang von negativem Charakter, so wird es nach Aus- 
führung jener Bewegung congruent sein mit dem Systeme x 7 y, 0. 
Demgemäss wird es nachträglich nur noch einer gewissen. Drehung 
des rechtwinklig gewordenen Strahlenbündels r u r 2 ,r z um den Punct 
bedürfen, damit dasselbe im einen Falle mit x, y 7 #, im andern mit 
x, y 7 z zur wirklichen Deckung gelange. 

Ein beliebig gegebenes Strahlen bündel r ti r 2 , r 3 von positivem 
Charakter wird also durch eine stetige Bewegung seiner Strahlen, und 
ohne diese Strahlen jemals in dieselbe Ebene zu bringen, zur Deckung 
gebracht werden können mit dem Systeme x, y 7 0. Und in analoger 
Weise wird ein Strahlenbündel r,,r 2 , r 3 von negativem Charakter 
zur Deckung gebracht werden können mit dem Systeme x, y, 0'. 

Sind nun A,, B/, H die Richtungscosinus der Strahlen r { in Bezug 
auf die Axen x,y> 8, so wird die Determinante 

Aj A 2 A3 
A= B, B 2 . B 3 

r, r 2 r 3 

während der eben genannten Bewegung sich verwandeln 
entweder in: oder in: 



1 










1 











1 





> 





1 











1 










— 1 



jenachdem der Charakter des Strahlenbündels positiv oder negativ ist. 
D. h. die Determinante A wird im erstem Fall in -f- 1, im letztern 
in — 1 übergehen. 

Dieser Uebergang wird, weil jene Bewegung der Strahlen eine 
stetige ist, ebenfalls ein stetiger sein, und wird gleichzeitig, weil jene 
Strahlen bei ihrer Bewegung niemals in dieselbe Ebene fallen, 
in solcher Weise erfolgen, dass die Determinante inzwischen niemals 
Null wird. 
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Die Determinante A kann also, in stetiger Weise und ohne in- 
zwischen Null zu werden, in -f- 1 oder in — 1 übergeführt werden, 
jenachdem das gegebene Strahlenbündel r n r 2 ,r^ von positivem oder 
negativem Charakter ist. Hieraus aber folgt sofort, dass jene Deter- 
minante A auch schon während ihres ursprünglichen Zustandes im 
erstem Fall einen positiven, im letztern einen negativen Werth be- 
sessen haben muss. Wir gelangen daher zu folgendem Ergebniss: 

Satz. Der Charakter eines beliebig gegebenen Strahlen- 
bündels 

wird jederzeit positiv oder negativ sein, jenachdem die 
zugehörige Determinante 



(70 



B, 



B, 



B* 



einen positiven oder negativen Werth besitzt. 

Es ist ferner das analytische Kriterium zu eruiren für zwei 
Linien g, h, welche zu einander positiv sind [vergl. (2.)]. Die Linie 
g mag durch zwei Puncte markirt, und demgemäss mit PQ bezeichnet 
sein; ebenso h bezeichnet sein mit P 'Q'. Liegen nun PQ und P'Q' 
positiv zu einander, so wird (wie die unmittelbare Anschauung zeigt) 
das Strahlenbündel PQ, PP', PQ ebenfalls von positivem Charakter 
sein,- was angedeutet sein mag durch : 

(8.) Char (PQ, PP*, PQ) «~ pos. 

Sind A y B, G und Ä, Bf, C" die Coordinaten von P und P' , 

ferner A, B, V und A', B', V die Richtungscosinus von PQ und P'Q', 

so werden 

A'—A, B—B, C'—C 

die rechtwinkligen Projectionen von PP', und 

Ä-A + VK, B — B + l'B', C'-C+Vf 

die rechtwinkligen Projectionen von PQf vorstellen; dabei ist unter 
V eine positive Zahl, nämlich die" Länge von P'Q' zu verstehen. Aus 
(8.) folgt daher durch Anwendung des Satzes (7.) sofort: 

A Ä-A A — A + VK 
B B — B B-B + l'B' 

r c — o c-c + rr 

oder was dasselbe ist: 



pos. 



pos. 



A 


A' — A 


A' 


B 


B — B 


B' 


r 


C' — C 


r 
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Hiefür endlich kann geschrieben werden: 

A — Ä A A' 
B — B B B' 

c — er r r 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Satz. Sind im Baume irgend vier Puncte P, Q, P, Q' ge- 
geben, sind ferner A } B, C und Ä } B' } C die Coordinaten 
von P und P y und sind, endlich A, B, T und A', B', P die 
Richtungscosinus von PQ und P'ö', so werden die beiden 
Linien PQ und P' Q' positiv oder negativ zu einander lie- 
gen, jenachdem die Determinante 

A-Ä A A' 

(9.) B-B B B' 

c — er r r 

einen positiven oder negativen Werth besitzt. 

Es sei gegeben ein ebenes Flächenstück, begrenzt von einer 
convexenRandcurve*); und es seien £,ij,£und g + D£, ij+Di;, 5+DJ 
die Coordinaten für irgend zwei aufeinanderfolgende Puncte dieser 
Randcurve; ferner seien g m , ij TO , £ m die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes m im Innern des Flächenstückes. Endlich seien a, ß, y die 
Richtungscosinus derjenigen in m errichteten Normale, welche positiv 
liegt zu der durch die Reihenfolge (£, rj, g), (£ + D£, ij + D^, £+D£) 
indicirten Umlaufsrichtung. Alsdann wird, weil die Curve überall 
convex ist, die Linie Dg, Dy, D£ positiv liegen zur Normale cc, ß f y. 
Folglich wird, nach (9.), die Relation stattfinden: 

l-gm Dg a 

(lo.a) n — n™ ^n ß —pos., 

i -im Dg y 

d. i. die Relation 

(lO.b) a[(,-^)D:-(«-WD 9 ] + ..-- 
Andererseite ergeben sich, weil a, ß, y gegen £- 
und gegen Df,Di7,Dg senkrecht steht, sofort die Relationen: 
«-«[(,- Vm ) Dg - ({ - fc.) D*], 
(11.) /* = *[«- fc.) D| - (| - | m ) D«, 

y- * [(6 -£.)D, -(,-*.) Dfl, 
wo x einen noch unbekannten Factor vorstellt. Dieser Factor be- 
stimmt sich durch die bekannte Relation: 

i - « 2 + ß* + y 2 ; 

*) Dieses Flächenstück kann also z. B. auch dargestellt sein durch eine Drei- 
ecksfläche oder überhaupt durch ein ebenes convexes Polygon. 



= pos. 

"bm; V Hmy b im 
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man erhält also : 

i _ ,2 f[(&-Sm) 2 + (V-V*) 2 + tt- W 2 ] C(D5) 2 + (D,)' + (Dg)*]) 
t - K8- W Dg 4- (,-*») D* + (C- W Dg]'J ' 

oder einfacher geschrieben: 

1 = x \{q 2 (Da) 2 — (p Da cos©)*}, 

wo p und Da die Längen der beiden Linien £ — 6»>qc- fyw>£ — gm, 
und Dg, Dif, Dg vorstellen, während cd den Winkel bezeichnet, unter 
welchem diese beiden Linien gegen einander geneigt sind. Somit folgt: 

l = xV(Dcr) 2 sin 2 ra, 
oder was dasselbe ist : 

1 = x 2 (2Ä) 2 , 

wo ö den Flächeninhalt des durch den Punct m und das Linienelement 
Da bestimmten Dreiecks vorstellt Somit ergiebt sich: 

(12.) x=ss 9~Ä> wo£ = +l ist. 

Demgemäss nehmen die Werthe von cc, ß, y (11.) folgende Gestalt an: 

„ , fo-fr.)DC-(g-U ) Dfl 

« = s 2ö > 

(13.) ^ = g (S-UDS^(l-UD6 ? 

Öubstituirt man aber diese Werthe in die Gleichung (10.a,b), so er- 
giebt sich sofort, dass die bisjetzt noch zweifelhafte Grösse e den 
Werth + 1 besitzen muss*). Man erhält also schliesslich: 

2«0 — (q - Vm) Di - (g - g m ) D V , 
(14.) 2ß6 = (&-Z m )Di-(l-l m )Dt, . 

2yd - (6 - U) D, - (* - *,) Dg. 
Summirt man die erste dieser Gleichungen über sämmtliche Ele- 
mente Da der gegebenen Randcurve, so erhält man: 

2« E S = E (i?Dg - iDri) — q m E Dg + g TO E D V . 
Nun ist offenbar E Dg = 0, ebenso 2? Dij = 0, und E Dg = 0; 
ferner 27 # = A, falls man nämlich unter X den Flächeninhalt des ge- 
gebenen Flächenstückes versteht. Somit ergiebt sich : 
2aX = E OfDg — gDif); und ebenso : 
(15.) 2/JA = 2;(gDg-gDg), 

2yX = E i^Dfi—riD^). 



*) Es ist nämlich zu beachten, dass die Grösse 6 den Flächeninhalt eines 
Dreiecks vorstellt, und folglich von positivem Werthe ist. 
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Diese Gleichungen (15.) sind vorläufig nur bewiesen für ein ebenes 
Flächenstück von convexer ßandcurve. Doch lässt sich nachträg- 
lich leicht zeigen , dass sie allgemeinere Geltung besitzen. Ist nämlich 
ein ebenes Flächenstück gegeben von beliebig geformter Rand- 
curve; so wird man dasselbe offenbar zerlegen können in kleinere 
Flächenstücke , jedes von convexer Randcurve, z. B. zerlegen können 
in lauter unendlich kleine Dreiecke. Die Gleichungen (15.) gelten 
alsdann "für jedes dieser kleineren Flächenstücke. Hieraus aber folgt 
sodann durch Summation sofort , dass sie auch gültig sind für das ge- 
gebene Flächenstück. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Satz. Sind [mit .Bezug auf irgend ein rechtwinkliges 
Axensystem*)], |, ij, £ und £ -f- Dg, rj -f- Di?, g + Dg zwei auf- 
einanderfolgende Puncte am Rande eines beliebig ge- 
gebenen ebenen Flächenstückes, sind ferner a, ß } y die 
Richtungscosinus derjenigen auf dem Flächenstück er- 
richteten Normale, welche positiv liegt zu der durch 
D£,Dij,D£ indicirten Umlaufrichtung**), und bezeichnet 
endlich X den Quadratinhalt des Flächenstücks, so werden 
jederzeit die Relationen stattfinden: 

2aA = 2;(^De — SDy), 

(16.) 2/U-27fcDt-$Dö, 

2yA = 2;(iDi ? -i ? Dg), 

die Summation (oder Integration) 2J ausgedehnt gedacht 
über den ganzen Rand des Flächenstückes. 



§• 15. Fünf allgemeine Sätze über Corven- Integrale: 

Erster Satz. Sind #, y,z und x + Dx, t/ + Dy, s + Ds zwei 
aufeinanderfolgende Puncte einer geschlossenen, unend- 
lich kleinen, ebenen Curve, und sind ferner 

ü=*U(x,y,z), Y=V{x,y,e), W=W{x,y y z) 

beliebig gegebene Functionen, so wird das über jene Curve 
hinerstreckte Integral 

(17. a) Z (UDx + VDy + WD*) 



*) Selbstverständlich soll das Axensystem in Einklang gedacht werden mit 
der ein für alle Mal getroffenen Determination (5.). 

**) Unter der Umlaufrichtung D|, D17, Df ist diejenige zu verstehen, welche 
angedeutet wird durch die Anfeinanderfolge der beiden Puncte : 
e»4»£ ™<* ! + !>£,*? + Di?, f+Dj. 
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einen Werth besitzen, der sich ausdrücken lässt durch: 

mM1 r (dw 9V\, fi (dü dw\, (dv du\\ 

oder auch durch: 

(17 - c) x L — J~x — + — T y — ; + — Yz — J • 

In diesem Ausdrucke bezeichnet X den Quadratinhalt der 
von der Curve umgrenzten ebenen Fläche; ferner bezeich- 
nen daselbst a, ß,y die Richtungscosinus derjenigen auf X 
errichteten Normale, welche positiv liegt zu der durch 
Dx, Dy, Dz indicirten Umlaufrichtung; endlich bezeichnen 
daselbst [nämlich in (17.b, c)] x, y, z die Coordinaten eines 
Punctes, welcher auf X selber oder unendlich nahe an X 
beliebig gewählt werden darf. 

Beweis. — Um den Satz zu beweisen, setzen wir 

(18.) X = X m + %, y = y m +ri, Z = Z m + t, 

und folglich : 

(19.) D# = Dg, Dy = Dri, D* = D£, 

wo m irgend ein fester Punct sein soll, der entweder auf X selber 
oder unendlich nahe an X liegt, und x m ,y m , z m die Coordinaten dieses 
Punctes vorstellen sollen. Alsdann wird: 

U.Vx=U(x,y,z).Dx=U (x m + g, y m + n , z m + £) . D|, 

und folglich durch Entwickelung nach g, ij, g : 

Hieraus folgt, wenn man über die Randcurve von X integrirt, sofort: 
(20.) ».-WDf+ (§)j |D{ + (™)je ,D{ 

Nun ist 2 D g = 0; ebenso 2 D (£ 2 ) = 0, d. i. 2 |D| = 0. So- 
mit ergeben sich die Formeln : 

ZD| = 0, 2%Vl=0, 

(21. a) 27Dij=0, 27i?Di? = 0, 

27D£ = 0, Z?£Dg=0. 

Ferner erhält man 2; D (ij£) = 0, d. i. 
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90 Fünf Sätze über Curven- Integrale, 

und ausserdem durch Benutzung des Satzes (16.): 

Aus diesen beiden letzten Relationen folgt sofort Z tiD£ = aX f und 
27£Di2=— • ccX. Somit ergeben sich die Formeln: 

(21.b) 27£Dg = ßX, ZgD$-= — /SA, 

2? g'D*? = yA, 2? ijD£ = — yA. 

Mit Hülfe der Formeln (21. a, b) erhält man nun aus (20.) sofort: 

■«"»>-'['(S.-a]' 
*™- *[«(£).-' (E)J- 

Hieraus aber folgt durch Addition: 
(23.) 2? ( UVx + FDy + TTD*) 

wo der angehängte Index m andeuten soll, dass der ganze Ausdruck 
zu beziehen ist auf den vorhin festgesetzten Punct w. Dieser Punct . 
m aber konnte auf X oder in unendlicher Nähe von X beliebig ge- 
wählt werden. Der aufgestellte Satz ist daher durch die Formel (23.) 
vollständig bewiesen. 

Zweiter Satz. Es seien x } y, z und x -f- Dx, y + T)y, z -\-Dz 
(ebenso wie im vorhergehenden^ Satz) zwei aufeinander 
folgende Puncte einer unendlich kleinen ebenen geschlos- 
senen Curve; von analoger Bedeutung seien x x , y XJ z x und 
x v + Dx lf y v + By u z x + Dz { für irgend eine andere solche 
Curve; mit Bezug auf diese Puncte seien die Bezeichnungen 
eingeführt: 

(24 a) ( * - *' )2 + <* ~ *>* + <* ~ g ^ = r * - B > 
x — x y = %, y-y l = r ) , * — *, = £; 

endlich sei f=f(r) eine beliebig gegebene Function von r, 
und zur Abkürzung gesetzt: 

alsdann wird das über beide Curven ausgedehnte Integral: 
(24. c) £" = ZZ [f(Dx Dx, + Dy Dy, + Ds D*J| 
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dargestellt sein durch den Ausdruck: 

m «n 4ix F M + ß* + v ®^ +■ A* + nt)\ 
(A) M -(Tf' + nQt'i + ßßt + rrx)]' 

Dieser Ausdruck ist bezogen zu denken auf irgend zwei 
Puncte m und m l} welche auf l und A, beliebig gewählt sein 
können; dabei haben A, a, ß y y in Bezug auf die eine 
Curve die bekannte (im vorhergehenden Satz explicirte) 
Bedeutung, und X x , cc lf ß 1} y x die analoge Bedeutung in Be- 
zug auf die andere Curve. 

Beweis. — Das vorgelegte Integral 

(25.) K=ZZ \fDx x . Da + fVy x . Dy + fT)z x . D*] * 

nimmt, falls man mit Hülfe des vorhergehenden Satzes (17. a, b, c) zu- ' 
nächst die Integration nach Dx, Dy, D0 ausführt, folgende Gestalt an : 

(26.) k-i.je P[ffr p yi~fl D *i)3 + *\f{«*>*i-rV*M 

d[f(ßDx x ~«D y x )Y\ . 

hiefür kann geschrieben werden: 

(27.) K= X . £ [U t T>x x + V x Dy x + W x T>z x ], 

wo alsdann U l} V X} W x die Bedeutungen haben : 

TT - H d ? Jf 

(2 8.) *-,£-.£, - 

1 dy r dx 

Bringt man nun die in (27.) noch vorhandene Integration eben- 
falls zur Ausführung, wiederum mit Hülfe des Satzes (17.a, b, c); so 
erhält man; 

(29.) k-x^i—^ + - ay - + Wi j. 

Aus (28.) ergiebt sich : 

r,F I - A nr 1 -(« I + «i,+J7,)g-«(«,g + Ag + ^n)' 

also mit Rücksicht auf (24. a, b): 

vi ^ - ßi w t - [(««, -f ßß t + m) € - « C«i * + ßiV + y, 0] 2/\ 
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Hieraus folgt durch Differentiation nach x t : 

(30.) a(y ' F ^' Tr ' ) = = [(«« |+ ^ 1 - } -yy | )g-«( tt ,g + ^ |)?+ y,e)](-4g/-») 

+ [(«*, + /Vl + Wl) ~ «*»] (- 2f)i 

ofc 

es ist nämlich zu beachten, dass z. B. j; = x — x t) mithin ~ = — 1 

cx% 

ist. Bildet man die mit (30.) analogen Ausdrücke, und substituirt 

man alle diese Ausdrücke in (29.) so ergiebt sich sofort: 

(8i.)*-u,{ _ 4fl (aai + ßßi + m) }• 

Dies aber ist der behauptete Ausdruck (24. d). 
Beispiel. — Für den Specialfall 

(32.) f = -L = — 

nehmen die Differentialquotienten (24. b) folgende Werthe an: 



■f» = + 
woraus folgt : 



/" = 4- 3 = 4- — • 



r^ + f 1 -^- 

In diesem Specialfalle gewinnt also unser Satz (24. c, d) folgende 
Gestalt : 

(83.) 22 Da;I >*. + PyPyi + D-*P*. 
= n ßtä+ßn+vt) M+ß x n+r x t) («g,+flft +rr,)\ . 

1 \ r 5 r 3 J ' 

oder, was dasselbe ist, folgende: 

(34.) 272; Da? D *t + Dy Dj/i + D* D^t 

_ iA / 3 [« (x-x x ) + -] j>, (s-s,) +■■■] [««, + -] \ 
1 \ r 5 r 3 / 

Die rechte Seite dieser Formel, in welcher unter x, y, und 
x m Vi) z \ die Coordinaten der Puncte m und m,, unter r die gegen- 



Digiti 



zedby G00gk 



Fünf Sätze über Curven - Integrale. 93 

seitige Entfernung dieser Puncte, endlich unter a, ß, y und cc t , ß t , y t 
die Bichtungscosinus der in diesen Puncten auf A und A, errichteten 
Normalen zu verstehen sind, lässt sich weiter vereinfachen. Bezeich- 
net man nämlich die eben genannten Normalen kurzweg mit n und 
n x , so ergiebt sich sofort : 

r* = (x - *,) 2 + <y - y,) 2 + 0» - *,) 2 , 

dr 
r^ = (x - x,) « + (y — y,) + (g — 0,) y. 



*• ^ = — [(* - *i) «i + öf - tt) ft + (* — *i) yi] , 



r 8nö 



^ + ££--(««' + m + »'0- 



Demgemäss kann die rechte Seite jener Formel auch so geschrieben 
werden : 



oder auch so 



(— iL — il -I- i- 8 ' r - ^ 



oder endlich auch so: 






0W 0W, 

Jene Formel selber nimmt daher die Gestalt an : 

(35.) 2?2? Pa?D ^ +DyDy ' +D#Pfl - a -U i r • 

„Sind also zwei unendlich kleine ebene geschlossene Curven ge- 
geben mit den Elementen Ds und Ds, , und bezeichnet r die Entfer- 
nung zweier solcher Elemente von einander, so wird das über beide 
„Curven ausgedehnte Integral 

(36.a) 22 DsDs, cos ( Ds, Ds.) 

„einen Werth besitzen, welcher sich ausdrücken lässt durch: 

(36b > -".«rs;- 

»In. diesem Ausdruck bezeichnen A, Aj die von den beiden Curven be- 
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„grenzten Flächen; ferner ist daselbst unter r die gegenseitige Entfer- 
nung zweier Punete m, m x zu verstehen , welche auf A, X x beliebig ge- 
wählt werden dürfen; endlich sind unter n, n { diejenigen auf X, A, in 
„den Puncten w, m x errichteten Normalen zu verstehen, welche positiv 
„liegen zu den durch Ds, Ds, indicirten Umlaufrichtungen *)." 

Dritter Satz. Ist eine lediglich von r abhängende Func- 
tion f von solcher Beschaffenheit gegeben, dass für sie das 
(im vorgehenden Satz genannte) Integral 

. (37.) K=2J2:[f(DxT>x i +DyDy, +D*D* t )] 

jederzeit verschwindet, wie beschaffen die beiden geschlos- 
senen Curven, über welche das Integral sich ausdehnt, 
ihrer Lage, Grösse und Gestalt nach auch sein mögen; — 
so folgt daraus, dass jene Function feine Constante ist. 

Beweis. — Es ist vorausgesetzt, f wäre von solcher Be- 
schaffenheit, dass K verschwindet für zwei ganz beliebige geschlos- 
sene Curven. Aus dieser Voraussetzung folgt, dass K z. B. auch dann 
verschwindet, wenn die Curven unendlich klein und eben sind; in 
diesem Falle aber hat K, nach (24.c,d), den Werth 

1 — (f r2 + f) ( aa \ + ßß\ + VV\) ] 

Aus der gemachten Voraussetzung folgt mithin, dass dieser Ausdruck 
(38.) verschwindet, und zwar immer verschwindet, wie beschaffen 
die relative Lage der unendlich kleinen Curven auch sein mag. Oder 
mit andern Worten: aus der gemachten Voraussetzung folgt, dass dieser 
Ausdruck (38.) verschwindet für beliebig eWerthe der Richtungscosinus : 

«, ß,' Y> 

i 1 i, 
r 7 r ' r 

Solches constatirt, ergiebt sich sofort, dass f l und f 11 identisch mit 
Null sein müssen, dass also f selber unabhängig von B, oder (was 
dasselbe) unabhängig von r sein muss. W. z. b. w.* 

Vierter Satz. Es seien Ds und Ds, die Elemente zweier 
geschlossener Curven, und r ihre gegenseitige Entfernung; 
ausserdem sei gesetzt: 



*) Jedem der Elemente Ds, D$j ist nämlich eine bestimmte Richtung zuer- 
theilt zu denken. Denn sonst würde cos (Ds, DsJ, und ebenso also auch das 
Integral (36. a), um dessen Werthermittelung es sich handelt, keine bestimmte 
Bedeutung haben. 
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cos (Ds, Ds,) = E, cos (Ds, r) = 0, cos (Ds { , r) — 0, , 

wo r gerechnet sein soll von Ds, nach Ds. 

Alsdann wird für eine beliebige nur Von r abhängende 
Function F = F(r) jederzeit die Gleichung stattfinden: 

(39.) ES Ds Ds, [(/~) E + Fee,] = 0, 

die Integration ausgedehnt gedacht über jene beiden ge- 
schlossenen Curven. 

Beweis. — Der Satz ist, abgesehen von der etwas abweichenden 
Form, identisch mit einem schon früher (pag. 69) gefundenem Satze. 

Fünfter Satz. Hält man fest an den Bezeichnungen des 
vorhergehenden Satzes, versteht man ferner unter E=E{r) 
und F=F(r) irgend zwei nur von r abhängende Functionen, 
und ist bekannt, dass das über zwei geschlossene Curven 
ausgedehnte Integral 

(40. a) L = EE Ds Ds, (EE - -F00,) 

jederzeit verschwindet, wie beschaffen jene beiden geschlos- 
senen Curven auch sein mögen; — so folgt daraus, dass die 
beiden Functionen E und F miteinander verknüpft sind 
durch die Relation: 

(40.b) r ^ + F = 0. 

Beweis. — Addirt man zu dem Integrale 

L = EE Ds Ds, {EE — -F00,) 

das zufolge des vorhergehenden Satzes jederzeit verschwindende 
Integral (39.): 

EE DsDst^f^E + Fee], 
so erhält man : 

' L = SS Ds Ds, (e + f^) E , 
d.i. 

L = SS [(u +J*^) (Dx Dx t + Dy Dy x + Dg D*,)] , 

wo Dx, Dy, Dz und Dx n Dy x , D# x die rechtwinkligen Projectionen 
von Ds und Ds l vorstellen. 

In Betreff der Functionen E, F ist nun in unserm Satze als be- 
kannt vorausgesetzt, dass dieses Integral L verschwindet für zwei 
geschlossene Curven, wie beschaffen dieselben auch sein mögen. Aus 
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dieser Voraussetzung aber folgt mit Rückblick auf (37.) sofort, dass 
die Function 

* + /** 

eine Constante ist. Es ergiebt sich also: 

E + f*^ = Const. , 

und hieraus durch Differentiation nach r : 

dE.F A . 

— T -j = 0: w. z. b. w. 

dr ' r ' 

Corollar. Sind die Functionen 

ü=U(x,y,z), V=V{x 9 y,e), W=W(x,y,z) 
von solcher Beschaffenheit, dass das über eine in sich 
zurücklaufende Curve hinerstreckte Integral 
2? {ÜBx + VDy + TTDs), ' 
wie jene Curve im Uebrigen auch beschaffen sein mag, 
jederzeit verschwindet, so wird der Ausdruck 

UDx+ FDy+ WD* 
ein vollständiges Differential sein. 

Der Beweis dieser Behauptung ergiebt sich unmittelbar durch An- 
wendung des ersten Satzes*). Auch erkennt man leicht, dass, mit 
Bezug auf ein Gebiet von n Dimensionen, Analoges gelten wird von 
einem Ausdruck von der Form : 

U x Dx x + U 2 Vx 2 + *7 3 D# 3 + U n Vx n , 

wo jedes U eine Function von x x , x 2 , x 3 , . . . x n vorstellen soll. 



*) Selbstverständlich sind, wenn jener erste Satz (pag. 88), und ebenso das 
hier angegebene Corollar, wirklich strenge sein sollen, noch gewisse Bedin- 
gungen der Stetigkeit und Eindeutigkeit hinzuzufügen. Derartige Bedingungen 
sind hier (und auch an andern Stellen dieses Werkes) absichtlich unterdrückt 
worden, um nicht, durch allerhand leicht zu suppeditirendes Beiwerk, den Blick 
von der Hauptsache abzulenken. 
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Vierter Abschnitt 

Ueber die gegenseitige elektromotorische Einwirkung zwi- 
schen zwei linearen Leitern, welche durchflössen sind von 
elektrischen Strömen. 

Das für diese Einwirkung anzunehmende E lern entargeaetz wird eruirt, jedoch 

in einer Form, die vorläufig noch behaftet ist mit einer nicht unbeträchtlichen 

Anzahl von unbekannten Functionen der Entfernung. 



§. 16. Einleitende Betrachtangen* 

Es sei A ein homogener*), drahtformiger Metallring von über- 
all gleichem Querschnitt. Dieser Ring befinde sich unter dem Einfluss 
beliebig gegebener elektromotorischer Kräfte. Es soll der in dem Ringe 
entstehende elektrische Strom berechnet werden, — unter der Voraus- 
setzung, jene Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass dieser 
Strom fortwährend als gleichförmig**) angesehen werden kann. 

Es sei m irgend ein Punct des Ringes, mit der Bogenlänge s ; 
ferner *p o die in diesem Puncte vorhandene elektromotorische Kraft, 
gerechnet in der Richtung von s {) (d. i. in der Richtung einer in m 
an den Ring gelegten Tangente); endlich sei fc die Leitungsfahigkeit 
des Ringes. Alsdann wird im Puncte m eine elektrische Strömung 
i vorhanden sein, welche den Werth***) besitzt: 

(1.) * — MV 



*) Vergl. die Bemerkung auf pag. 34. 

*■) Ein elektrischer Strom soll ungleichförmig heissen, wenn seine Stärke 
eine Function von Zeit und Bogenlänge ist; er soll gleichförmig genannt 
werden, wenn seine Stärke nur eine Function der Zeit ist; und er soll endlich 
constant genannt werden, wenn seine Stärke weder von der Zeit, noch auch 
von der Bogenlänge abhängt. 

***) Es ergiebt sich dieser Werth augenblicklich aus der für lineare Leiter 
geltenden Fundamentalgleichung, Formel (9.), pag. 15. 

Nenmann, die elektrischen. Kräfte. 7 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit dem Querschnitt q des Ringes, 
und beachtet man, dass q {) i identisch ist mit der sogenannten Strom- 
stärke J (vergl. pag. 2), so erhält man: 

(2.) J» = h9o%> 

oder was dasselbe ist: 

(3.) 



^^ — gß Ds 



wo der hinzugetretene Factor D$ einen unendlich kleinen Zuwachs 
der dem Punkte m entsprechenden Bogenlänge s vorstellen soll. 

Integriren wir nun die Gleichung (3.) über alle Bogenelemente 
Ds des ganzen Ringes, und beachten wir, dass zufolge der gemach- 
ten Voraussetzungen nicht nur k und g , sondern auch J unab- 
hängig sind von der Bogenlänge, so ergiebt sich: 

oder einfacher : 

(5.) J <$>- - £ %I)8„ 

wo Z () die Länge (d. i. den Umfang) des Ringes bezeichnet. Der 
Bruch ~- repräsentirt eine dem Ringe eigentümlich zugehörige 

Constante, den sogenannten elektrischen Widerstand de§ Ringes. 
Bezeichnet man diesen Widerstand mit kurzweg w ö , so lautet die er- 
haltene Formel : 

(6.) J- w„ - £ «ß Dv 

Soll also die in dem Ringe A entstehende Stromstärke J {) ermittelt 
werden, so handelt es sich um die Berechnung der hier auf der rech- 
ten Seite befindlichen Summe 27 $ Ds . 

Um die Vorstellungen zu fixiren, mag angenommen werden, ausser 
dem betrachteten Ringe A seien noch beliebig viele andere Körper 
B } C, D, . . . vorhanden, jeder von beliebiger Gestalt und Grösse, 
und im Innern eines jeden dieser Körper B } C } D, . . . fänden irgend 
welche elektrischen Vorgänge statt; auch seien der Ring A und die 
Körper B, C, D, . . . nicht etwa fest aufgestellt, sondern begriffen in 
irgend welchen Bewegungen. Jene im Ringe A , im Puncte m Q (d. i. 
in einem Puncte des Elementes Ds ) vorhandene elektromotorische 
Kraft *p o wird alsdann herstammen theils von den in A } B, C, D, . . . 
augenblicklich vorhandenen elektrischen Ladungen, theils auch von 
den augenblicklich in A, B, C, D 9 . . . . vorhandenen elektrischen Strö- 
mungen; sie wird also eine Summe zweier Kräfte sein, von denen 
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die eine elektrostatischen, die andere elektrodynamischen*) Ur- 
sprungs ist. Die erstere, die Kraft elektrostatischen Ursprungs 
lässt sich sofort angeben; sie besitzt den Werth: 

-5'- 

wo das elektrostatische Potential des Complexes A, B, C, D, . . . . 
in Bezug auf den Punct m bezeichnet, d. i. in Bezug auf eine in 
diesem Punct zu denkende elektrische Masseneinheit **). Die letztere 
hingegen, die Kraft elektrodynamischen Ursprunges ist uns vor- 
läufig noch völlig unbekannt; sie sei bezeichnet mit 

(7.b) (So. 

Alsdann wird: 



(7-c) 




% 


= - 


-«* + «•' 


so dass also die Formel 


(6.) 


sich 


so darstellen lässt 


(8.) 


Jq^o= ■ 


- 2 


d0 

ds 


Ds + S (g, Ds , 



oder, weil das erste Glied rechter Hand verschwindet***), auch so: 

(9.). </oW = 2; <&o DV 

Durch Zusammenstellung von (6.) und (9.) folgt: 

(10.g) JoW = S % Ds = 2? 6 Ds , 

oder was dasselbe ist: 

(10. n ) J w dt = (27 $ Ds ) dt = (27 @ Ds ) cM, 
wo der hinzugefügte Factor dt dasjenige Zeitelement vorstellen soll, 
auf welches die Formeln sich beziehen. 



*) Man vergl. die früher (pag. 10, 11) festgestellte Nomenclatur. 

**) Bezeichnet nämlich das eben genannte Potential , und sind x »l)o»Si> die 
Coordinaten des Punctes w , so werden (vergl. pag. 26) die rechtwinkligen Com- 
ponenten der in m vorhandenen elektromotorischen Kraft elektrostatischen 
Ursprungs die Werthe besitzen : 

_ao __a<t> _ao 

dt*' d\) J ajo' 

Folglich wird die bei der Berechnung von *ß in Betracht kommende , nämlich der 
Richtung Ds entsprechende Componente jener Kraft den Werth besitzen : 

— ö— ; w. z. z. w. 

***) Vorausgesetzt war nämlich, dass der betrachtete Bing A aus homogenem 
Metalle besteht. Dem gemäss wird das Potential <t> längs des ganzen Ringes 
stetig sein; und folglich das über den Bing hinerstreckte Integral 

'S" 

in der That gleich Null sein. 
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Durch diese Formeln (lO.j;,^) ist die Ermittelung der im 
Ringe A entstehenden Stromstärke J zurückgeführt auf 
die Berechnung der rechts befindlichen Summen. 

Bevor wir auf die Bestimmung dieser Summen uns einlassen 
können, bedarf es zuvor einiger Bemerkungen über rein äusserliche 
Dinge, nämlich über die üblich gewordene Bezeichnungsweise. 

Die von uns eingeführten Grössen 

(11.5) Vo und (So 

repräsentiren diejenige elektromotorische Kraft, welche in irgend einem 
Puncte tn des Ringes A, und zwar in der Richtung des Ringes, her- 
vorgebracht wird von allen vorhandenen Körpern A, B, C 9 D, . . . . 
zusammengenommen; wobei hinzuzufügen, dass S J> den ganzen Werth 
der genannten Kraft, hingegen 6 nur denjenigen Theil der Kraft 
repräsenidrt, welcher elektrodynamischen Ursprunges ist. — Da- 
neben pflegt man nun die Producte 

(ll.i?) %dt und (5 dt 

zu bezeichnen als diejenige elektromotorische Kraft, welche in dem 
genannten Punct und in der genannten Richtung von den Körpern 
A, B, ü, D, . . . . hervorgebracht wird während des Zeitelementes 
dt] wiederum mit dem Unterschiede, dass $ dt den ganzen Werth 
dieser Kraft, (£ dt hingegen nur den elektrodynamischen Bestand- 
teil derselben angiebt*). 



*) Bewegt sich ein ponderabier Massenpunct M in der Richtung der #-Axo 
unter der Einwirkung einer gegebenen Kraft X, so gilt bekanntlich die Differen- 
tialgleichung 

Jfg-x, 

wofür auch geschrieben werden kann : 



<*M?) = *<*<• 



Das Product Xdt drückt also, wie diese Gleichung zeigt, denjenigen Zuwachs aus, 
welchen die mit M multiplicirte Geschwindigkeit des Punctes erfährt während 
der Zeit dt. Demgemäss würde man berechtigt sein, dieses Product Xdt zu be- 
zeichnen als die auf den Punct M während der Zeit dt ausgeübte Kraft; 
gleichzeitig würde alsdann X selber etwa zu interpretiren sein als die während 
der Zeiteinheit ausgeübte Kraft. 

Eine derartige Bezeichnungsweise, nicht gerade üblich im Bereich der pon- 
deromotorischen Kräfte, empfiehlt sich als besonders zweckmässig bei Betrach- 
tung elektromotorischer Kräfte, und stimmt z. B. auch vollständig überein mit 
der von meinem Vater angewandten Ausdrucks weise. Diese Bezeichnungsweise 
aber ist es, welche oben, mit Bezug auf die Producte (U.i?), eingeführt wurde. 
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Was ferner die in (10. %r\) enthaltene Summe 
(12.6) Z %Vs oder Z (* Ds 

betrifft, so pflegt man dieselbe zu bezeichnen als die Summe der- 
jenigen elektromotorischen Kräfte, welche im ganzen 
Ringe J. hervorgebracht werden durch die Einwirkung des 

Complexes A,B, C, Z), Diese Ausdrucksweise empfiehlt sich 

durch ihre Kürze , leidet aber an einer gewissen Ungenauigkeit. Denn 
strenge genommen würde man zu sagen haben : die Summe sämmt- 
licher Bogenelemente des Ringes A, jedes multiplicirt mit der in 
ihm vorhandenen und in seiner Richtung gerechneten elektromotori- 
schen Kraft. — Ausserdem endlich pflegt man das Product 

(12. rf) (Z % Ds ) dt oder (27 <g Ds ) dt 

zu bezeichnen als die Summe derjenigen elektromotorischen 
Kräfte, welche im ganzen Ringe A durch Einwirkung des 
Complexes A,B, C, D, . , . hervorgebracht werden während 
des Zeitelementes dt. — Selbstverständlich findet zwischen den mit 
*J> und zwischen den mit (£ behafteten Ausdrücken (12. g,^) wiederum 
der schon erwähnte Unterschied statt; die erstem repräsentiren die 
ganzen Werthe der in Rede stehenden Summen, die letztern hin- 
gegen nur die elektrodynamischen Bestandtheile derselben. 

Die vom Complexe A, B, C, D, . . . . in einem Puncte des Ele- 
mentes Ds in der Richtung dieses Elementes hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. Us 6 kann offenbar, entsprechend den einzel- 
nen Körpern A, _B, C, D, ... in ebenso viele einzelne Theile zerlegt 
werden: 

(13.) <s = v + <g * + e e + <v + • • • • ; 

und hiedurch ergeben sich analoge Zerlegungen für die in (12. g,^) 
angegebenen Summen. So wird z. B. 

(14.) (U (S Q T>s )dt = (U ^Ds () )dt + (2 % B Ds () )dt+(Z ® c Ds )dt 

+ (Z® °T>s )dt+ 

In dieser Formel (14.) werden alsdann die Glieder der rechten Seite 
zu bezeichnen sein als die Summen derjenigen elektromotorischen 
Kräfte eldy. Us, welche im Ringe A während der Zeit dt hervorge- 
rufen werden respective von A selber, von B y von C, von 2), u. s. w. 
Von der Berechnung dieser auf der rechten Seite von (14.) be- 
findlichen Summen soll der folgende § handeln, allerdings nur unter 
der Voraussetzung, dass, ebenso wie A f ebenso auch B } C, 2), . . . 
lauter Drahtringe sind. 
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§. 17* Das von F. Neumann für die elektromotorischen Kräfte eldy* Us 
aufgestellte Integralgesetz* 

Um für die elektromotorischen Kräfte eldy. Us eine möglichst 
sichere Grundlage zu gewinnen, bedienen wir uns eines bestimmten all- 
gemeinen Princip s, welches ausgezeichnet sein dürfte durch seine 
Einfachheit, sowie auch durch den, in Folge experimenteller Prüfung, 
ihm zu Theil gewordenen hohen Grad von Zuverlässigkeit. Dieses 
von meinem Vater aufgestellte allgemeine Princip bezieht sich 
(vergl. den Schluss des vorhergehenden §) auf die Summe derjenigen 
elektromotorischen Kräfte, welche zwei elektrische Stromringe in einan- 
der hervorrufen, und kann in folgender Weise*) ausgesprochen 
werden : 

(15.).... Sind zwei von elektrischen Strömen J und 
J x durchflossene Drahtringe A und B in irgend welchen 
Bewegungen begriffen, kann ferner angenommen werden, 
dass jene Ströme während dieser Bewegungen fortwährend 
gleichförmig bleiben, und bezeichnet man endlich das 
elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan- 
der mit J J { Q, so wird die Summe derjenigen elektromoto- 



*) F. Neumann: Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie 
inducirter elektrischer Ströme (vorgelesen in der Berliner Ak. d. Wiss. am 9. Au- 
gust 1847). 

Bei dieser Gelegenheit mag bemerkt werden, dass die Grösse * [von welcher 
sogleich, nämlich in (15.), die Rede sein wird] nach der Ansicht meines Vaters 
nicht unbedingt als eine Constante betrachtet werden darT. Diese Ansicht ist 
ausgesprochen in folgenden Worten: 

„Was die Constante s betrifft, so haben Farad ay und Lenz gezeigt, dass 
„sie unabhängig von der Beschaffenheit des Leiters ist; ihr numerischer Werth 
„hängt also nur von den Einheiten der Länge, der Zeit und der Stromstärke ab. 
„Indessen giebt es Inductionserscheinungen', welche nur durch die Annahme er- 
„klärt werden zu können scheinen, dass eine momentan wirkende Ursache die 
„elektromotorische Kraft nicht bloss momentan inducirt, sondern während einer 
„gewissen wenn auch äusserst kurzen Zeit; wonach also * nicht constant, son- 
„dern eine Function der Zeit ist, die aber verschwindet, wenn ihr Argument 
„nicht sehr klein ist. Ich werde diesen Umstand später weiter auseinandersetzen, 
„wenn ich die hier für lineare Induction zu entwickelnden Principien auf die 
„in bewegten Flächen und Körpern inducirten Ströme ausdehnen werde, wo 
,,sein Einfluss vorzugsweise bemerklich wird, wie dies die Theorie der Arago- 
„schen Scheibe zeigen wird. Hier will ich nur bemerken, dass diese nicht mo- 
mentane Induction bei Drähten ohne erheblichen Einfluss auf die Summe der 
„elektromotorischen Kräfte ist, die während einer gewissen Zeit erregt 
„werden, und ohne allen Einfluss, wenn die inducirende Ursache am Anfange 
„und Ende dieser Zeit denselben Werth hat, z. B. wenn sie periodisch wirkt" 

Vergl. F. Neumann: Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen 
Ströme (vorgelesen in der Berl. Ak. d. Wss. am 27. October 1845), daselbst zu 
Ende des §. 1. 
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rischen Kräfte eldy. Us, welche B in A während eines ge- 
gebenen Zeitelementes dt hervorbringt, gleich sein dem der 
Zeit dt entsprechenden Zuwachs des Productes sJ x Q, wo e 
eine gewisse Constante, die sogenannte Inductionscon- 
stante vorstellt. 

Dieses Integralgesetz [so können wir das Princip seinem In- 
halte *) nach nennen] bietet offenbar noch keine Mittel dar zur Auf- 
findung des jenen Kräften entsprechenden Elementargesetzes. Aller- 
dings sind von meinem Vater über das Elementargesetz ebenfalls 
gewisse Angaben gemacht worden, jedoch nur in sehr reservirter 
Weise. So wird z. B. an einer Stelle **) ausdrücklich gesagt, die von 
einem Elemente in einem andern inducirte elektromotorische Kraft be- 
sitze einen gewissen daselbst näher angegebenen Werth, insofern 
die Elemente geschlossenen Umgängen angehören; auch werden 
an dortiger Stelle für jene elektromotorische Kraft zwei verschie- 
dene Werthe angegeben, zwischen denen man, weil eben ge- 
schlossene Umgänge vorausgesetzt sind, die Wahl hat. Es handelt 
sich also an der genannten Stelle nicht um die Aufstellung des 
wirklichen Elementargesetzes, sondern nur um* die Eruirung eines 
seiner Anwendbarkeit nach auf mehr oder weniger specielle Fälle 
beschränkten scheinbaren Elementargesetzes. 

Abstrahiren wir also, wie solches vorläufig, und zwar absichtlich, 
überall geschehen ist, von der höher stehenden Web ergehen Theorie, 
so wird das wirkliche 'Elementargesetz der in Rede stehenden Kräfte 
vorläufig als ein noch völlig unbekanntes zu bezeichnen sein. 

In der Eruirung dieses Elementargesetzes wird unsere Hauptauf- 
gabe bestehen. Zunächst indessen bedarf es einer gewissen vorläufigen 
Untersuchung, um näheren Aufschluss zu erhalten über den Werth 
der Inductionsconstanten €. 



Das in (15.) angegebene Integralgesetz findet seinen Ausdruck 
durch die Formel: 

(16.) (So ® ii ß Ds )dt=ed(J x Q), 



•) Jenes Princip ist ein In tegr algesetz zu nennen, weil es sich bezieht auf 
gewisse Summen von elektromotorischen Kräften. Dem gegenüber wird unter 
einem Elementargesetz dasjenige zu verstehen sein, welches Auskunft giebt 
über die einzelnen Kräfte, also z. B. Auskunft giebt über diejenige elektromo- 
torische Kraft, welche in irgend einem Puncte eines gegebenen Conductors her- 
vorgebracht wird durch ein einzelnes elektrisches Stromelement. 

N ) P. Neumann: Ueber ein allgem. Princip der math. Th. der inducirten 
elektrischen Ströme; daselbst dritte Seite des §.4. 
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wo <& ß , ebenso wie in (13.), (14.), diejenige elektromotorische Kraft 
eldy. Us repräsentirt, welche in irgend einem Punkte des zu A ge- 
hörigen Elementes Ds , und zwar in der Richtung dieses Elementes, 
hervorgebracht wird vom Ringe B. 

Die Kraft E Q B kann, entsprechend den einzelnen Elementen Ds x 
des Ringes B, in ebenso viele einzelne Theile zerlegt werden : 

(17.) <$.*-*, 6,1; 

so dass also Gq 1 diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us vorstellt, 
welche in einem Puncte von Ds , und zwar in der Richtung von Ds u , 
hervorgebracht wird .durch das einzelne Element Ds,. Durch Substi- 
tution von (17.) gewinnt das Integralgesetz (16.) folgende Gestalt: 

(18.) (2^ fc o "D* o )rft-«rf(Ji0). 

Selbstverständlich sind hier überall unter 27 und 2J t zwei Sum- 
mationen zu verstehen, von denen die eine sich hinerstreckt über alle 
Ds des Ringes A, die andere über alle Ds t des Ringes B. 

Um nun Näheres zu ermitteln in Betreff der Inductionsconstan- 
ten b, wollen wir uns die beiden Ringe A, B in beliebigen Bewegungen 
begriffen denken, während gleichzeitig die in ihnen enthaltenen, als 
gleichförmig vorausgesetzten Ströme J , J x in irgend welchen uns un- 
bekannten Veränderungen begriffen sind; und unsere Aufmerksamkeit 
richten auf diejenigen Quantitäten lebendiger Kraft und Wärme, welche 
in diesen Ringen entstehen während eines gegebenen Zeitelementes dt 

Versteht man unter «,«',... und ß, ß', . . . diejenigen Parameter, 
durch welche die räumlichen Lagen der Ringe A und B in jedem 
Augenblick sich bestimmen, ferner unter da, da, . . . und dß, dß' } . . . 
die Zuwüchse dieser Parameter während des gegebenen Zeitelementes 
dt, endlich [wie schon in (15.) festgesetzt wurde] unter J J t Q das 
elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinander, so wird 
dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches im Ringe A während 
der Zeit dt vom Ringe B durch Kräfte elektrodynamischen Ur- 
sprungs hervorgerufen wird, den Werth haben: 

(dT n - ( d ( J * J iG) dtt i HJoAQ ) d > , \ 

(di^jeidy.us = — ^ ^ «« i j^ da + • • -J , 

wie solches aus früheren Betrachtungen [pag. 53, form. (52. a ; b, c, d)] 
unmittelbar folgt. Hiefür kann einfacher geschrieben werden : 

(19.a) (<W) eUy .u. - - J J t (|| da + || da + • • •) ; 

und ebenso ergiebt sich: 

(19.b) (rfJVWu. - - J 9 J, (|| dß + Ü W +••••) • 
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Endlich folgt durch Addition von (I9.a,b): 

(19.C) (dT A B + <W)eld y . u. — - Wl <1Q> 

wo dQ den totalen Zuwachs von Q y d. i. denjenigen Zuwachs vorstellt, 
welchen Q während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. 

Andererseits sei bemerkt, dass [zufolge früherer Betrachtungen, 
pag. 15] die in irgend einem Element Ds des Ringes A während der 
Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ Q den Werth hat: 

(20.) dQ t) = Ds % J, . dt, 

wo ^? die in den Puncten des Elementes vorhandene elektromoto- 
rische Kraft vorstellt, dieselbe gerechnet in der Richtung des Ele- 
mentes. 

Diese Kraft *ß kann in mannigfaltiger Weise zerlegt werden-, 
wodurch jedesmal die Wärmemenge dQ in ebenso viele correspondirende 
Theile zerfällt (vergl. pag. 16). 

Bezeichnet man also mit 

denjenigen Theil des Quantums dQ Q , welcher hervorgebracht wird 
durch die Einwirkung eines speciellen Elementes Ds, des Ringes JB; 
und bezeichnet man weiter mit 

(^(V)eldy. ü» 

denjenigen Theil des Quantums dQ \ welcher seine Entstehung ver- 
dankt den Kräften elektrodynamischen Ursprungs, so erhält man: 

(21.) W - D* qy «r d . <«, 

(22.) (d <2 l)eldy. US — D* <V J* • dt, 

wo s $ 1 denjenigen Theil von -# vorstellt, welcher speciell herrührt 
vom Elemente Ds,, und Gq 1 denjenigen Theil von ty x repräsejitirt, 
welcher elektrodynamischen Ursprunges ist. Aus dieser Definition 
der Kraft (S,, 1 folgt übrigens sofort, dass dieselbe identisch ist mit der 
schon in (17.), (18.) enthaltenen. 

Summirt man das Wärmequantum (22.) über alle Ds des Ringes 
A und alle Ds, des Ringes 2?, so erhält man offenbar diejenige 
Wärmemenge, welche im ganzen Ringe A während der Zeit dt vom 
ganzen Ringe J5, und zwar durch Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs, hervorgebracht wird. Bezeichnet man also diese letztere 
Wärmemenge mit (dQ A B \\*y.vs, so wird: 

(23.) (dQ A *) eldy . ü8 = (2^27, Bs %*) J Q dt 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf (18.) sofort : 

(24a) l - (rf^)e Wy .UB — J d (J x Q) ; 
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und in analoger Weise wird offenbar sich ergeben die parallel stehende 
Formel: 

(24. b) 1 (dÖ^Wus -J t d (J.Q). 

Durch Addition von (24.a,b) folgt: 

(24. c) 1 [dQJ> + d<^'),ia y . u. = J d (J, #) + J, <Z ( J, «), 

= d{J l) J,Q)+J it J l dQ. 

Fasst man nun endlich die beiden Formeln (19.c) und (24. c) 
durch Addition zusammen, so erhält man: 

(25.) (dT Ä » + dTg^u,. o. + -J- (W + <WW u. = dP AB , 

wo Pab den Ausdruck J Q J { Q f d. L das elektrodynamische Potential 
der beiden Ringe A, B aufeinander vorstellt. Aus dieser Formel (25.) 
ergeben sich, durch Anwendung einer früher (pag. 31, 32) exponirten 
Methode, sofort folgende weiteren Formeln: 

(26.) (d2V%dy.Us + \ (dQ A A )eläj.V* — \ äP AA = dP A , 
(27.) (d^VOeldj. üb + Y ( d QB B )eUj. V* = Y dP * B== dF *> 

wo P A = -3- P^ 4 das elektrodynamische Potential des Ringes -4 auf 

sich selber, ebenso Pb = -^-Pbb dasjenige des Ringes B auf sich 
selber vorstellt. 

Schliesslich gelangt man durch Addition von (25.), (26.), (27.) zu 
einer Formel: 

(28.) (riT)eidy. u. + Y TOeldy.üs = <* (^ + Pä + Pß), 

in welcher linker Hand diejenigen Quanta von lebendiger Kraft und 
Wärme sich vorfinden, die während der Zeit dt und in Folge der 
Kräfte eldy. Us sich entwickeln in dem ganzen von uns betrachteten 
System, d. i. in beiden Ringen A und B zusammengenommen. Zu- 
gleich sei bemerkt, dass der auf der rechten Seite dieser Formel vor- 
handene Ausdruck 

(29.) P AB +P A + P ß 

offenbar nichts Anderes ist, als das elektrodynamische Potential 
des Systems A, B auf sich selber. 

Denken wir uns nun das System A y B } etwa abgesehen von irgend 
welchen äusseren (an Fäden wirkenden) Zugkräften, sich selber 
überlassen, und seine Temperatur (durch von Augenblick zu Augen- 
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blick stattfindende Wärmeableitungen) constant erhalten, so muss zu- 
folge eines früher erhaltenen Satzes (pag. 33) die Quantität 

(30.) (ß T ) i d y. ü8 + (d Ö)e1dy. üb 

ein vollständiges Differential sein. Wird diese Thatsache zu- 
sammengehalten mit der gleichzeitig geltenden Formel (28.), so ergiebt 
sich mit einer an Gewissheit streifenden Wahrscheinlichkeit, dass die 
Constante t gleich Eins ist. Denn wäre £ von Eins verschieden, so 
würden zwei vollständige Differentiale vorhanden sein, der Ausdruck 
(28.) und der Ausdruck (30.); woraus folgen würde, dass auch (dT) e \& 7 , ü8 
ein vollständiges Differential ist, ebenso (dQ) e i&j us« Solches aber 
wäre im höchsten Grade unwahrscheinlich. 
Wir können also setzen*) 

(31.) s = 1. 

Hierdurch aber gewinnt die Formel (18.), durch welche das von meinem 
Vater aufgestellte Integralgesetz sich ausdrückte, die Gestalt: 

(32.) (2^27, ^üs^dt^d^Q); 

sodass also jenes Gesetz fortan in folgender Weise ausgesprochen wer- 
den kann: 

(33.) .... Sind zwei von elektrischen Strömen J und 
J, durchflossene Drahtringe A und B in irgend welcher 
Bewegung begriffen, kann ferner angenommen werden, 
dass jene Ströme während dieser Bewegung fortwährend 
gleichförmig bleiben, und bezeichnet man endlich das 
elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan- 
der mit J {) J X Q, so wird die Summe derjenigen elektromoto- 
rischen Kräfte eldy. Us, welche B in A während eines ge- 
gebenen Zeitelementes dt hervorbringt, immer gleich sein 
demjenigen Zuwachs, welchen das Product J { Q während 
dieses Zeitelementes dt erfährt. 

Mit Rücksicht auf (31.) nimmt ferner die Formel (28.) folgende 
Gestalt an: 

(34.) (dT + rf#)eidy.us = d (P A + P ß + P^); 

und hieraus erkennen wir, dass die früher (pag. 21) von uns mi£ 3f c 
bezeichnete Function im vorliegenden Falle den Werth hat: 

(35.) (-i)(P A + p ß +p AB y 



*) Selbstverständlich hat dieser Zahlenwerth s = 1 nur dann einen Sinn, wenn 
mau diejenige Bestimmung im Auge behält, welche früher (pag. 6) in Betreff der 
verschiedenen Maasseinheiten getroffen worden ist. 
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Mit. andern Worten: Wir erkennen, dass dieser Ausdruck (35.) das 
elektrodynamische Postulat repräsentirt für ein System von zwei 
gleichförmigen Stromringen. 



§• 18* Fortsetzung. — Anwendung des F. Neuinann'schen Integralgesetzes 
auf gewisse einfache Fälle* 

Zwei Drahtringe A und J3, von denen jeder homogen ist, befin- 
den sich in einer beliebig gegebenen Bewegung. Zu Anfang der Be- 
wegung sind in den Ringen irgend welche elektrische Ströme vorhan- 
den. Es soll untersucht werden, in welcher Weise diese Ströme J 
und J x sich ändern im weiteren Verlaufe jener Bewegung. Dabei sei 
vorausgesetzt, die Bewegung der Ringe sei eine so langsame, dass die 
in den Ringen vorhandenen Ströme fortwährend als gleichförmig 
angesehen werden können; und ferner vorausgesetzt, dass die in Be- 
tracht kommenden elektrischen Kräfte lediglich von den Ringen selber 
herrühren, dass also keine äusseren elektrischen Kräfte vorhanden 
sind. 

Zur Bestimmung von J ü können wir uns sofort einer früher 
[(10.5,1?) auf pag. 99] entwickelten Formel bedienen: 

(36.) J" w = 2: @ Ds , 

wo w den Widerstand des Ringes A 7 ferner Ds irgend ein Element 
von A, und ($ die in Ds vorhandene elektromotorische Kraft eldy. Us 
vorstellt, letztere gerechnet in der Richtung Ds . Offenbar wird diese 
Kraft (£ herrühren theils von den einzelnen Elementen Ds a des Ringes 
A selber, theils von den Elementen Ds i des Ringes B. Somit kann 
gesetzt werden 

(37.) <S = 27, @ l + -». ©o", 

wo (g l und (£ a diejenigen Theile der Kraft (£ vorstellen sollen, 
welche respective herstammen von zwei speci eilen Elementen D$ t und 
Ds a , und die Summationen E x und 27 a respective hinerstreckt sind 
über alle Ds, des Ringes B und über alle Ds a des Ringes A. 
Durch Substitution des Werthes (37.) in (36.) folgt: 

(38.) J w = 2,2t «V Ds + £ £ a <$ " Ds 

Nun ist aber zufolge des eben besprochenen Integralgesetzes (32.), (33.): 

(39.) (2^27, <S i Ds ) dt = d {J x Q AB ) , 

wo der grösseren Deutlichkeit willen Qab für Q gesetzt ist, sodass 
also Qab das elektrodynamische der beiden Ringe A } B aufeinander 
vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit. Die Formel (39.) wird gültig 
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sein, welche Lage, Gestalt und Stromstärke der Ring B auch besitzen 
mag; sie wird daher gültig bleiben, wenn man an Stelle des gegebenen 
Ringes B einem andern Ring Ä nimmt, welcher in Superposition 
mit A sich befindet, und seiner Form wie seinem innern Zustande 
nach mit A völlig identisch ist. Somit folgt: 

(40.) (Z Z a © «D* ) dt = d (J Q A .r), 

= d(J,Q AA ), 

Hier repräsentirt Q A ä oder Q AA denjenigen Ausdruck, in welchen Q AB 
sich verwandelt durch eine Identificirung von B mit A\ so dass also 

-«- Q AA das elektrodynamische Potential des Ringes A auf sich selber 

vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit. 

Durch Substitution von (39.), (40.) in die Formel (38.) folgt : 

(4L«) J w dt = d (Q AA J + QabJ x )i 

und ebenso ergiebt sich offenbar die parallel stehende Formel : 

(41.0) J l vr l dt = d(Q BA J Q + Q BB J i ), ■ 

wo Wj den Widerstand des Ringes B, ferner -~- Q ßß das elektrodyna- 

namische Potential des Ringes B auf sich selber bezeichnet, bezogen 
auf die Stromeinheit, und endlich Q BA = Q AB ist. 

Befinden sich die beiden Ringe, ihrer Gestalt und Lage nach, in 

gegebener Bewegung, so sind die Potentiale Q AB , -~- Q AA , -^ Qnn 

gegebene Functionen der Zeit; so dass man also in diesem 
Fall die Stromstärken J" , J, als Functionen der Zeit zu 
bestimmen im Stande sein wird durch Integration der 
beiden Differentialgleichungen (41.a,/J). 

Wir beschränken uns bei der weiteren Betrachtung dieser Glei- 
chungen auf den Fall, dass die Ringe congruent, aus gleichem 
Metall verfertigt und von starrer Gestalt sind. Dann kann gesetzt 
werden : 

w o = w i = w ? 
(42.) Q AA = Q BB = q } 

Qab^Q, 

wo w, q gegebene Constanten vorstellen, und Q eine gegebene Function 
der Zeit. Jene Gleichungen nehmen daher in diesem Falle die Ge- 
stalt an : 

(4A . J wdt=d(qJ Q + QJ X ), 

V } JiVdt — dWJt + qJi), 

und können folglich auch so dargestellt werden ; 
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(W\ J wdt — J^dQ = qdj + QdJ u 

K ' } J^dt - J dQ = QdJ +qdJ t . 

Diese Formeln führen zu einer beachtenswerthen Folgerung. 

Nehmen wir nämlich an > dass die Werthe von J Q und J x einan- 
der gleich sind zu Anfang des Zeitelementes dt 7 so sind die linken 
Seiten der beiden Formeln unter einander identisch, die rechten also 
ebenfalls einander gleich; hieraus aber folgt sofort: 

(45.) (Q-q)dJ = (Q-q)dJ i , . 

d. i. 
(46.) dJ = dJ t . 

Aus der gemachten Annahme, J und J { wären einander gleich zu 
Anfang des Zeitelementes dt, folgt also, dass sie einander gleich 
sind auch zu Ende des Zeitelementes. Somit gelangen wir zu folgen- 
dem (bisher wohl noch nicht bemerktem) Satze: 

Findet zwischen den Stromstärken J und J x , die in 
zwei einander congruenten, aus demselben Metall be- 
stehenden starren Ringen vorhanden sind, in irgendeinem 
Augenblick die Relation statt J = J X , so wird diese Re- 
lation J Q = J X auch fortbestehen bei einer beliebigen Be- 
wegung der beiden Ringe. — Dabei ist vorausgesetzt, die Be- 
wegung sei eine so langsame, dass die Strome immer als gleich- 
förmig angesehen werden dürfen, und ferner vorausgesetzt, dass 
keine äusseren elektromotorischen Kräfte influiren. 

Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth von J Q , J t kurz- 
weg mit J, so ergiebt sich, aus (44.) für dieses J die Differential- 
gleichung : 

(47.) J(wdt- dQ) = (q+Q) dJ, 

woraus folgt: 

Für den idealen Fall, dass die Leitungsfähigkeit = oo, mithin der 
Widerstand w = ist, würde hieraus folgen : 

(49.) logJ=-lg(« + Ö) + logC, 

d. i. 

(50.) J -th' 

wo C eine Constante vorstellt. 

Beiläufige Bemerkung. Aus den Gleichungen (41.«,/J) ist 
unmittelbar ersichtlich, dass für den Fall eines einzigen Stromringes 
die Formel sich ergeben wird : 
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(51.) Jwdt = d (qJ). 

wo "ö" 2 das elektrodynamische Potential des Ringes auf sich selber 

vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit. Ist, wie wir annehmen wollen, 
der Ring starr, seiner Gestalt nach unveränderlich, so repräsentirt q 
eine dem Ringe eigenthümliche Constante. Somit folgt: 



(52.) 


Jyrdt = qdJ } 


und hieraus: 




(53.) 


° w 7 


also schliesslich : 






<7«-<°) 


(54.) 


J=J»e w , 



wo unter J° der Werth der Stromstärke zur Zeit £° zu verstehen ist. 

Diese Formel (54.) giebt also an, in welcher Weise die 
Stromstärke J in einem einzelnen starren Metallringe im 
Laufe der Zeit sich ändern wird, falls sie zu Anfang einen 
beliebig gegebenen Werth J° hatte, und in ihrer Aenderung 
beständig als gleichförmig angesehen werden darf. 

Offenbar wird in einem solchen Ringe die Stromstärke J mehr 
und mehr abnehmen und schliesslich Null werden. Somit folgt aus 
(54.), dass die Constante q negativ sein muss. Oder genauer aus- 
gedrückt : 

Bei einem individuell gegebenen starren Ringe sind immer nur 
zwei Fälle möglich. Entweder die ihm zugehörige Constante q ist 
negativ. Oder die Voraussetzung, dass ein in ihm vorhandener, zu 
Anfang gleichförmiger Strom auch in seinem weiteren Verlauf 
als gleichförmig angesehen werden dürfe, ist für jenen Ring un- 
statthaft*). 



|« 19* Heber das den elektromotorischen Kräften eldy. Us zuzuschreibende 

Elenientargesetz. 

Es sei gegeben ein Draht, durchflössen von einem elektrischen 
Strom, dessen Stärke eine beliebige Function von Zeit und Bogen- 



*) Vor* nicht langer Zeit ist [wenigstens, falls ich die betreffende Stelle (Bor- 
chardt's Journal, ßd. 72, pag. 70) richtig verstanden habe] die Behauptung aus- 
gesprochen worden , jene Grösse q müsse immer negativ sein für jeden beliebi- 
gen Ring, d. i. für jede beliebige in sich zurücklaufende Curve. Mir ist ein Be- 
weis dieses Satzes nicht bekannt; allerdings aber auch keine Thatsache bekannt, 
welche gegen den Satz spräche. 
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länge ist; irgend ein Element dieses Drahtes sei bezeichnet mit Ds v 
Ausserdem sei gegeben ein ponderabler Körper A von beliebiger Gestalt 
und Grösse. Jenes Element Ds ] ujid der Körper A seien begriffen in 
irgend welchen Bewegungen. — Es soll ermittelt werden diejenige 
elektromotorische Kraft eldy. Us, welche das Stromelement Ds t wäh- 
rend eines gegebenen Zeitelementes dt hervorbringt in irgend einem 
Puncte des Körpers. 

Bei Lösung dieser Aufgabe mögen folgende Hypothesen zu Grunde 
gelegt werden. 

(1.) .... Erste Hypothese. Die elektromotorische Kraft 
eldy.Us, welcheinirgendeinem Puncte desKörpers während 
der Zeit dt hervorgebracht wird vondem gegebenen Strom- 
elemente D$! , ist proportional mit der Länge Ds, des Ele- 
mentes, sonst aber nur noch abhängig von seiner Strom- 
stärke und von seiner relativen Lage , sowie von denjenigen 
Aenderungen, welche diese beiderlei Dinge (nämlich Strom- 
stärke und relative Lage) erleiden während der Zeit dt 
Sie ist Null, falls solche Aenderungen nicht stattfinden*). 

(2.) .... Zweite Hypothese. Sie ist, wenn man die Strom- 
stärke jenes Elementes D^ mit J u und die Aenderung von 
J, während der Zeit dt mit dJ t bezeichnet, zerlegbar in 
zwei Kräfte, von denen die eine proportional mit J i9 die 
andere proportional mit dJ x ist. Mit andern Worten: Ihre 
rechtwinkligen Componenten sind homogene lineare Func- 
tionen von J, und dJ v 

(3.) .... Dritte Hypothese. Denkt man sich das Strom- 
element J i Ds i zerlegt in drei rechtwinklige Componenten 
J t Dx t , JiDj/j, JjDtfj, welche, mit dem Elemente starr ver- 
bunden, an seiner Bewegung Theil nehmen, so ist die elek- 
tromotorische Wirkung von J x Ds l identisch mit der elek- 



*) Befinden sich das gegebene Stromelement üs t und der gegebene Körper 
— er mag A genannt werden — in beliebigen Bewegungen, so werden sie ausser 
ihrer relativen Bewegung noch irgendwelche gemeinschaftliche absolute 
Bewegung besitzen. Diese letztere kann keinen Einfluss haben auf die von Ds t 
in A hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte. Denn sonst würden solche 
Kräfte auch dann entstehen müssen, wenn beide, Ds t und .4, fest verbunden ge- 
dacht mit unserer Erde, an der Bewegung derselben Theil nehmen. — Die von 
D$! in einem Puncte des Körpers A hervorgebrachte elektromotorische Kraft 
kann also in der That nur abhängig sein von der relativen Bewegung, oder 
(was dasselbe) nur abhängig sein von der Veränderung der relativen Lage. 

Man findet diese Schlussfolgerung in der Abhandlang meines Vaters: Die 
allgem. Gesetze der inducirten elektrischen Ströme, 27. Octob., 1845; daselbst zu 
Anfang des §. 4. 
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tromotorischen Gesammtwirkung von J,D#,, J i Dy X) J t D0 l9 
vorausgesetzt, dass nicht nur.J", selber, sondern auch dJ t 
für alle vier Elemente einerlei Werth hat. 

(4.).... Vierte Hypothese. Es wijd angenommen, dass 
das von meinem Vater für zwei Stromringe aufgestellte 
Integralgesetz (pag. 107): 

dt.ZZ (® \Ds a ) = d(JtQ) % 

immer gültig ist, sobald die Ringe ohne Gleitstellen, und 
die in ihnen vorhandenen Ströme gleichförmig sind*). 

Dass die letzte Hypothese (nämlich die Annahme des von meinem 
Vater aufgestellten Integralgesetzes) zur Bewältigung der vorgeleg- 
ten Aufgabe (d. i. zur Auffindung des entsprechenden Elementar- 
gesetzes) unzureichend ist, erkennt man leicht. Hat man aber aner- 
kannt, dass die Hinzunahme irgend welcher anderer Hypothesen eine 
Sache der Notwendigkeit ist, so dürften sich die hier hinzugezogenen 
Hypothesen (1.), (2.), (3.) einigermassen empfehlen durch ihre Einfach- 
heit, ferner durch die Analogie, in welcher sie zu den von Ampere 
über die pond er o motorischen Kräfte eldy. Us gemachten Hypothesen 
stehen, endlich auch durch den Umstand, dass sie von den meisten 
Physikern (wenn auch vielleicht nur stillschweigend) bereits anerkannt 
zu sein scheinen. 



Der gewöhnlichen Nomenclatur Folge leistend wird das gegebene 
Stromelement Ds, die inducirende Ursache, andererseits der ge-4 
gebene Körper das inducirte Object zu nennen sein. Mit Bezug 
auf irgend ein rechtwinkliges Axensystem (*:, ty, j), welches mit 
diesem Körper in starrer Verbindung steht, mögen folgende 
Bezeichnungen eingeführt werden: 

(5.) m irgend ein Punct im Innern des Körpers; 

r die Entfernung dieses Punctes m vom gegebenen Stromele- 
ment J i Ds i ] 

U, 35, 20 die Richtungscosinus von r, gerechnet von Ds, 
nach *»;..' 



*) Wenn dieses Integralgesetz (oder allgemeine Princip) hier nicht in seinem 
ganzen Umfange von mir benutzt wird, so geschieht solches absichtlich, näm- 
lich um die Sicherheit der Grundlagen zu erhöhen. Denn es durfte wohl 
keinem Zweifel unterhegen, dass jenes Gesetz ein höheres Zutrauen verdient für 
Ringe ohne Gleitstellen, als für solche Ringe, d'e mit Gleitstellen behaftet 
sind. r 

Naumann, die elektrischen Kräfte. $ 

Digitized by VjOOQlC 



114 Di p elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

2t, 33, 6 die Richtungscosinus irgend welcher Linie, die, im 
Innern des Körpers markirt, im Punkte m ihren Ausgangs- 
punkt hat; 
21,, 33i, <5f die. Richtungscosinus des Elementes J^Ds, ; 
Hläty %)dt, &dt die rechtwinkligen Componenten derjenigen 
elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche vom Stromele- 
ment JjDs, während der Zeit dt hervorgebracht' wird im 
* Puncte m; 

t&dt die Componente der eben genannten Kraft nach der mit 
dem Korper starr verbundenen Richtung 21, ©, 6. 
Zufolge der Hypothese (1.) werden die Componenten lidt, 2)e?£, Rdt 
proportional sein mit Ds, , sonst aber nur noch abhängen können von 

(6.) ^U,.»,®,*,,»,,^, J„ 

sowie von denjenigen Aenderungen 

(7.) dr, d\l, d$, rf2B ; <*2l,, rf»„ d<£,, dJ i9 

welche diese Grössen erfahren während der Zeit dt. Somit wird also 
z. B. die Componente Xdt sich darstellen lassen durch: 

(8,) Xdt = Ds x .f(r, dr, U, dU, . . ., 2t,, d2l 1; ..., J X7 dJ x ) 7 

wo f eine unbekannte Function jener sechzehn Argumente (6.), (7.) 
vorstellt. Hieraus folgt durch Entwickelung nach den Argumenten 
(7.) sofort: 

Hdt = Ds t [c + d dr + (ed\X + e"d% + e'"d3ß) 

+ {fd% + r»i + r ^6i) + o «i],. 

wo die Coefficienten c,d,e } e", e", f, /"', f", G nur noch Functionen 
der acht Argumente (6.) sind. Nach der Hypothese (1.) muss üdt 
verschwinden, sobald die Aenderungen (7.) sämmtlich Null sind ; folg- 
lich ist der Coefficient c gleich Null; sodass sich also ergiebt: 

Xdt = Ds, [ddr + (e'dVL + e d<$ + e"'dW) 

+ {f'd% + rdSbt + f'"d^) + QdJ t ]. 

Nach der Hypothese (2.) ist Hdt eine homogene lineare 
Function von J t und dJ x \ hieraus folgt erstens, dass G unabhängig 
ist von J t , ferner, dass die übrigen Coefficienten d, e, e", e"> /', f, f" 
die Grösse J, als Factor enthalten müssen, im Uebrigen aber ebenfalls 
unabhängig von J, sind. Setzt man also : 

d = J x D, e' = J v E' 7 e"*=J x E", e" = J x E"\ 
f' = J t F', f=J x F" } f"'=J A F", 

und folglich: 

(9.a) Zdt = Ds { . J x {Ddr+(E' dVL + E' f d% + E'" dW>) 

+ {F'dyL x +F"d% i + F"d%)]+ D Si (dJi)G, 
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so werden D } E', E",E'" y F\ F", F'" 9 G nur noch abhängen von den 

sieben Argumenten: 

' (9.b) r,U, »,©,*„ »„<£,. 

Analoge Ausdrücke resultiren offenbar für die übrigen Componen- 
ten, nämlich für tydt, £dt • 

Sodann aber ergiebt sich die in (5.) genannte Componente Qdt 
durch Anwendung der Formel: 

(10. a)- ®dt = S&Hdt + %tydt + 63^; 

wobei besonders .zu betonen ist, 

dass die Grössen Hdt, f)dt, Qdt, wie aus (9. a,b) deutlich 
(10.B) < hÄvorgeht, von 21, 33, 6 unabhängig sind, dass mithin (£dt 
eine homogene lineare Function von 31,35, (S ist. 

Es mag nun gegenwärtig diese Kraft *$dt von einem etwas andern 
Standpuncte aus betrachtet werden. Dadurch wird sich für diese Kraft 
eine Formel ergeben von etwas anderer Beschaffenheit; und diese 
neue Formel soll sodann mit der eben gefundenen (10. a, b) in Ver- 
gleich gestellt werden. 

Das gegebene Stromelement J,Ds, und der gegebene Körper 
sollten während der Zeit dt in beliebigen Bewegungen begriffen 
sein; unseren Betrachtungen über die während dieser Zeit in irgend 
einem Puncte m des Körpers hervorgebrachte elektromotorische Kraft 
war zu Grunde gelegt worden ein mit dem Körper starr verbun- 
denes Axensystem (j:, X), $). An all* diesen Vorstellungen, sowie an 
den eingeführten Bezeichnungen mag festgehalten werden; nur sei gegen- 
wärtig angenommen, der Körper wäre ein Isolator, in diesen Isola- 
tor wäre eingeschlossen ein in der Richtung 31, 33, 6 durch den Punct 
m gehender Metalldraht, und ein bei m'befindliches Element dieses 
Drahtes wäre bezeichnet mit Ds. 

Die vorhin (10.a,b) bespro- 
chene Kraft i&dt repräsentirt 
alsdann offenbar diejenige elek- 
tromotorische Kraft eldy. Us, 
welche in einem Puncte des 
Drahtelementes Ds, und zwar 
in der Richtung dieses Elemen- 
tes, während der Zeit dt von 
dem gegebenen Stromelement 
J x Ds x hervorgebracht wird*). 

. Von dem Axensystem (r, l), j) ist in der nebenstehenden Figur nur die r-Axe 
gezeichnet. Gleichzeitig ist daselbst durch die zwischen dieser Axe und dem Draht- 
element Ds angebrachten Klammern die starre Verbindung angedeutet, welche 
zwischen Ds und" jenem Axensystem stattfindet. 

3* 



Fig. 8. 



itvw 
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Setzt man (ebenso wie früher) : cos (Ds, Ds,) = E, cos (Ds, r) = 0, 
cos (Ds, , r) = 6,, wobei die Richtung r stets gerechnet sein soll im 
Sinne Ds, »-> Ds, so ergiebt sich: 

6 = 9X U + © 95 + 6 20 , 

(ii.) e, = 91,11 + 93,95 + 6,22, 

E =3(31, + «», + 66,; 
und ferner: 

dB = 31 tfU + S) </9S + (* dM, 
(12.) de,=(?i l rm+ö 1 rf9? + 6 l d2B) + (Ud?I 1 + «^ 1 + 9Srf6 1 ) ; 
d£ = Slrf^ + gSdöj + G^e, ; 
denn es ist zu beachten , dass Ds mit dem Axensystem# (y, t), g) in 
starrer Verbindung steht, juithin d%, d93, dg Null sind. 

Die relative Lage des Stromelementes J, Ds, in Bezug auf das 
Drahtelement Ds ist offenbar völlig bestimmt durch Angabe der 
vier Grössen r f 6, 6,, E. Zufolge der Hypothese (1.) wird daher jene 
von J,Ds, während der Zeit dt in Ds hervorgebrachte elektromoto- 
rische Kraft (&dt proportional sein mit Ds,, sonst aber lediglich ab- 
hängen können von 

(13.) r, G, 6„ E ; J u 

sowie von denjenigen Aenderungen 

(14.) dr, dQ, dQ X7 rfE, dJ u 

welche diese Grossen erfahren während der Zeit dt Somit folgi: 

®dt = Ds { .F{r,dr 7 Q,dQ,Q Y ,dQ i} E, dE, J,, dJ t ), 
wo F irgend welche Function der beistehenden Argumente vorstellt. 
Hieraus ergiebt sich durch Entwicklung nach den Grössen (14.) 
sofort : 

Qdt = Ds, . (h +.kdr + IdQ + mdQ { + ndE + OdJ t ), 
wo die Coefficienten h, k, l, m, n, nur noch abhängig* sind von 
den fünf Argumenten (13.). Nach der Hypothese (1.) verschwindet 
(£dt, sobald die Aenderungen (14.) sämmtlich Null sind; somit folgt 
h = 0; und es wird also: 

Qdt — Ds, {kdr + IdQ + mde t + nd£ + OdJ t ). 
Nach der Hypothese (2.) ist Qtdt eine homogene lineare Function 
von Jj und dJ v Hieraus folgt, dass von J t unabhängig ist, und 
dass k, l, m, n proportional mit J,, im Uebrigen aber ebenfalls von 
J\ unabhängig sind. Somit ergiebt sich: 

(lö.a) ®dt=*Ds x .J x {Kdr+Lde + MdOt+NdEy+DSiidJjO, . 
wo nun gegenwärtig die Coefficienten K, L, M, N, lediglich ab- 
hängen können von den vier Argumenten: 

(15.b) r, e, e u E. 
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Für ein und dieselbe Kraft <£dt haben wir jetzt zweierlei Aus- 
drücke (lO.a) und (15.a). Der erstere ist eine homogenelineare 
Function von 31, 33, 6. Gleiches muss daher auch von dem letztern 
gelten. Hieraus aber folgt, „weil die während der Zeit, dt vor sich 
gehenden Aenderungen dr, dQ, dQ l7 dE völlig willkührlich und von 
einander unabhängig sind, augenblicklich, dass Gleiches auch gelten 
muss von den einzelnen Gliedern dieses letzteren Ausdrucks, also 
gelten muss von den fünf Producten: 

Kdr, LdQ, Md6 x , NdE, OäJ v 
Diese Producte lassen sich mit Rücksicht auf (12.) so darstellen: 

Kdr =K(r, 0, t , E).dr, 

LdQ = L (r, 0, 0,, E) . («rftt + 2M33 + grfffi), 
(16.) Md6 i = M (r, 0, 1; E) . [{% x d\\ -\ ) + (UrfÄj -j )], 

NdE = N (r, 0, U E) . («rf^ + 23^33, + G^), 

OdJ { =0 (r 7 6,Q n E).dJ i7 
wo, der grösseren Deutlichkeit willen, den Grössen K, L, M 7 N, 
diejenigen Argumente r, 0, Q if E beigefügt sind, von denen sie ab- 
hängen [vergl. (15.a,b)]. 

Jeder von diesen Ausdrücken (16.) muss also eine homogene 
lineare Function von' s X, 23, 6 sein. Hieraus folgt einerseits, dass 

JT(r/e,6 |f E), Jf(r,0,0,,E), {r, 0, 0,, E) 
ebenfalls homogene lineare Functionen von 21, 23, 6, mithin nach (11.) 
ebensolche Functionen auch von 0, E sind, und andererseits, dass 

Z(r,e;e,,E), ^(r,0,0 1; E) 

unabhängig von ?(, 23, 6, mithin nach (11.) auch unabhängig von 
0, E sind. Es werden also diese K,L,M,N,0 von folgender Form sein: 

K =e. K (r,0,) + E.K (r,9,), 
L= A(r,0,), u ' 

(17.) Jf=0.M(r, 0j) +E.M(r, 9,), ■ ' 

N = N (r, 0,), . 
- . Q (r, 0.) + E .. Ö (r, 0,), 

II * II II ** 

wo.K, K, A, M, M, N, Q, Q lediglich abhängen von den beigefügten 
beiden Argumenten r und r 



Um in der Bestimmung V on K, L, M } N, einen Schritt weiter zu 
thun, bringen wir jetzt die Hypothese (3.) in Anwendung. An Stelle des 
bisher benutzten mit Ds verbundenen Axensystemes (]C, t), j) wird es 
hiebei zweckmässig sein, ein anderes Axensystem (g, 17, £) einzu- 
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führen, welches in starrer Verbindung*) sich befindet ni i t 



Fig. 9. 




uvvo 



dem Stromelemente J, D£,. 
Mit Bezug auf dieses mögen die 
Riohtungscosinus von 



r (I)s l w~+ Ds), 

und die Richtungscosinus der Ele- 
mente 

Ds und Ds x 

bezeichnet sein durch u, v, w, 
durch a, ß,y und durch a t , ß X7 y,. 
Alsdann ist: 

= au + ß v + y w 9 

E = «a l + ßß i + VV l ,. 
und folglich: 

d0 = (adu + ß dv -j- yäw) + (wda + vdß + wdy), 
d0 1 = a { du + /^rfy +. y x dw, 
(19.) rfE = M« + M0+Mr> 
= udu + i;dt? -f- wdw } 
= «da + ßdß + y^ : 
Gleichzeitig sind alsdann <7, a t Ds, , Jj ß, Ds, , J x y x Ds, die recht- 
winkligen Componenten des Stromelementes J x Ds if entsprechend den 
Axen I, q, g. . • 

Das Stromelement JjDs, erzeugt während der Zeit dt im Ele- 
mente Ds in der Richtung dieses Elementes eine elektromotorische 
Kraft (&dt, welche dargestellt worden ist durch die Formel (15.): 

(20.) ®dt — Ds, \J X (Kdr + LdQ + MdQ x + NdE) + (dJ x ) O], 
wo K, L, M, N, 0, nach (17.) , von folgender Gestalt sind:. 

K = 0.K (r, 0,) + E.K >, 0,), L = A (r ; 0,), 
(21.) 3f=e.M(r,e,) + E.Ä(r,e 4 ), N=H(r,Q x ), 
Q =0.Q(r,0 1 ) + E.Q(r,0 1 ). 
Jene neuen Stromelemente J, «JDs,, J,/3,Ds 1? J t y x Ds x , welche 
bezeichnet worden sind als die Componenten des gegebenen Strom- 
elementes J|-Ds, , werden, jedes für sich allein betrachtet, während 
der Zeit dt ebenfalls gewisse elektromotorische Kräfte hervorbringen 
im Element Ds; und diese Kräfte, wiederum gemessen nach der Rich- 
tung von Ds, mögen benannt werden mit &dt, &dt, &dt. 

*) Diese starre Verbindung ist angedeutet in der beistehenden Figur (vergl. 
die Note auf pag. 115). 
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• Dieselben Bedeutungen, welche 

(22. a) <x u ß x , y x , 0, 1? E für das Stromelement J l T)s 1 
besitzen, haben offenbar 

1, 0, 0, 0, u } cc für das Stromelement J t a 1 T)s l , 
(22.b) 0, 1, 0, 0, v, ß für das Stromelement J^D^, 
0, 0/ 1, 0, w, y für das Stromelement J x yJ}s y . 
Mit Rücksicht hierauf ergeben sich aus (20.) , für die Kräfte &dt, 
&dt, i$ät folgende Ausdrücke 

&dt = a i Ds l [J l (K^dr + L^Q + M^du + mda) + (dJ l )(ß] f 
(23.) &dt = ß l T>s l [J l (Kndr + Lvde + Midv+N'idß) + (dJ l )0>i], 

&dt = y l Vs l [J l (KZdr + LSdO + MSdw + NZdy) + (dJ l )0^ ' 
während gleichzeitig aus (21.) für K$, L%, M$, N*, 0% die Werthe 
resultiren: 

& =a.K {r, u) + «.K (r, u), IA = A (r, u), 

.(24.) Jf^ = 0.M(r^) + a.M(r,w), N* = N (r, u), 

0* = 0.Q (r, u) + ct.Q (r, w); 

analoge WerSfche stellen sich heraus fifb Ki, Li, M*, Ni, Ol und für 
KZ, Lt } M^ } NZ, Cfi\ dieselben können aus den Werthen (24.) unmittel- 
bar abgeleitet werden, indem man u, a einmal mit v, ß, ein ander- * 
taal mit w, y vertauscht, und mögen daher hier nicht weiter hinge- 
schrieben werden. 

Nach der Hypothese (3.) findet nun die Relation statt: 

(25.) ®dt=&dt + ®idt-\-&dk 

welche durch Substitution der Werthe (23.) übergeht in: 

(2<n fidt-T). T ( (K^+K^+K^dr+iM^du+M^dv+M^dw)) 

{ '' ^ a USl - Jl \-\-(Licc l -\-L'<ß l +Liy l )de-^(ma l dtt+N'iß l dß+mY l dr)j 

+ Ds i .(dJ i )((ß ai + 0»ß l + 0>;y l ). 

Die in (20.) und (26.) für Qtdt aufgestellten Ausdrücke . 
müssen untereinander identisch sein. Um aber eine Verglei- 
chung der einzelnen Glieder dieser Ausdrücke vornehmen zu können, 
ist offenbar erforderlich, dass an Stelle der neun Differentiale dQ } 
dd r dE, du, dv, dw, da, dß, dy solche Differentiale eingeführt 
werden, welche von einander unabhängig sind. Diese an und für 
m sich sehr mühsame Operation kann bedeutend erleichtert werden 

■ durch eine zweckmässige Wahl des Axensystems (§, 17, £). 

■ Das betrachtete materielle System besteht einerseits aus dem Draht- 
H dement D's, andererseits aus dem starren Complex (D^,^, r\, £); und 

■ jedes dieser beiden Objecte befindet sich während des betrachteten 

■ Zeitelementes in einer beliebigen Bewegung. Wir wollen uns nun 
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jenen starren Coinplex (Ds^Sjij, £) in solcher Weise eingerichtet 
denken, dass die von Ds t nach Ds gehende Linie r zu Anfang des 
Zeitelements dt gegen .die drei Axen £, i?, £ unter gleichen Winkeln 
geneigt ist Nach wie vor sollen aber die Bewegungen der beiden 
Objecto Ds und (Ds,, £, if, £) durchaus willkührlich bleiben, so 
dass also jene Gleichheit, welche zwischen den genannten Winkeln 
stattfindet zu Anfang der Zeit dt, verloren gehen wird im Verlaufe 
dieser Zeit. 

. Solches festgesetzt, wird u 2 = v 2 = w 2 = -s- sein, und folglich: 
(27. a) u = v = w = c, wo c = — = • 

Hingegen werden du, dv, dw nach wie vor willkührlich sein, nur 
verbunden durch die bekannte Relation udu -\- vdv -\- wdw = 0. — 
Ferner nehmen alsdann die Relationen (18.) folgende Gestalt an 
= C (« +ß +y), 
(27. b) 6 t -*(«, + & + ?,), 

. E =cca l +ßß i + yy^, - ^ 
und die Relationen (19.) folgende: 

de = adu + 0<^ + ydw + c (da -f rf/J + <ty); 
rf0j = a,(?w + jSi^t? + y,c?w, 
. (27.c) dE — M a + M0 + yi rf y> 
= du + ^t? + dw, 
= ad« + /JdjS + ydy, 
dM* = cca^u -{- ßß { dv -\- yy { dw. 
Die fcier hinzugefügte letzte Relation hat an und für sich, d. -i. für die 
schon vorhandenen Differentiale keine Bedeutung; sie dient zur Defi- 
nition eines neuen Differentiales <?¥. 

Vermittelst der sechs Relationen (27. c) können die sechs Diffe- 
rentiale du> dv, dw, da, dß, dy ausgedrückt werden durch die vier 
von Einander unabhängigen Differentiale: 

d6, de,, dE, dM4; 
und diese letztern werden in die beiderlei Ausdrücke für (£dt also ein- 
zuführen sein , falls man die einzelnen Glieder dieser beiden Ausdrücke 
mit einander vergleichbar machen will. Zuvor indessen sind noch 
einige einfache Relationen zu entwickeln. 

Mit Rücksicht auf (27. a, b, c) ergiebt sich nämlich aus (24.) 

#* = 0.K(r,c) + a.K(r,c), 



ii 



Ki = e. K(r, c) + ß. K(r,c), 



ii 



Ze-e.K(r,c) + y.K(r,c); 
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und hieraus folgt, wiederum mit Rücksicht auf (27.a,b,e), sofort: 

Kt Ui + Kiß t .+ Jffy, = 90, 1 K (r, c) + E. K (r,e). 
Schreibt man also hiefür: 

(28.a) Kia x + Kiß x + JSTty, = x 00, + xE, 

so werden x und x (weil c die unveränderliche Zahl -^ repräsentirt) 

• ^3 

Functionen vorstellen, die lediglich von r abhängen. 

Aus (24.) folgt ferner, immer mit Rücksicht auf (27.a,b,c): 

Jfl = . M (r, c) + a . M (r, c), 

Jfi = . M_(r, c) + ß . M (r, c), 

mithin: *' -6 . Nt(r,c) + y . A(r,e), 

(28. b) Jtffff ) rf M +Jlf'»/J 1 ^+Jlf{y 1 rfM;=0rf0 1 .M(r,c) + rfM'.M(r,c), 

»f»ed'e l +f»<iM' > 

wo alsdann p, ft wiederum lediglich von r abhängen. 

Sodann ergiebt sich aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a,b,c): 

& = . Q (r, c) + a . Q (r, c), 

0» = . Q (r, c) + . Q (r, c), 

0« = . Q (r, c) + y . Q (r, c), 
und folglich : 

(28.c) <ßa x + 1 »/?, + CKy, = 00, 1 Q (r, c) + E . Q (r, c), 

= o60 1 4-a)E, 

wo «, o nur noch von r abhängen. 

Ferner folgt aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a,b,c): 

mithin : 

(28.d) & Ul + Liß, + Hy, = 0, 1 A (r, c), 

wo A nur r enthält. 

Schliesslich folgt aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a ; b,c): 

N* _ ^ = tft = N (r, c), 
und also : 

(28. e) Ntaida + Nißidfi + Ntyidy-edE.Nir/c), 
wo v eine nur von r abhängende Function vorstellt. 
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Wenden wir uns nun endlich zu den beiden mit einander zu ver- 
gleichenden Ausdrücken. Der eine derselben (20.) lautet 

(29.) ®dt = Ds, . J, (Kdr + Ld6 + Md6 l + Nd£) -f Ds, '. {dJ^0\ 
während der andere (26.) unter Rücksicht auf (28.a,b,c,d,e) in fol- 
gender Weise sich darstellt: 

(30.) <&at = d* . j t {<« ee ' +_ ^ + l Q f> + ^} 

v ' l • + ^0^0 + vdE f 



u 



+ D«,.(rfj' I )(»ee l + »E). 

Beide Ausdrücke (29.) und (30.) sind bezogen auf die von einander 
unabhängigen Differentiale: 

dr, dQ, tf0,, rfE, d%dJ x . 
Aus der Identität der beiden Ausdrücke folgt also, dass die diesen 
Differentialen entsprechenden Glieder einzeln einander gleich sein 
müssen. Somit erhält man die Relationen: 

jg: = x00 1 + xE, L=xe if 
(31.) Jtf = fi0, N=v, 

=060, + Se, 
und ausserdem [durch Vergleichung der mit d*V behafteten Glieder] 

die Relation : (i = 0. 

Durch Substitution der Werthe (31.) in die Fornief(29.) folgt: 

(32.) (Sftt'-'D*,. J { f(x00 1 + xEMr+A0 1 rf0 + ft0^0 1 + i/rfE] 

+ Ds, . (dJ t ) (<g> 00 i + ü E). 

Die elektromotorische Kraft Qdt ist diejenige, welche von dem Stroin- 
elemeut J l Ds i hervorgebracht wird im Dtahtelemente Ds. Ob in 
diesem Drahtelemeut Ds schon von Hause aus irgend welcher elektri- 
scher Strom vorhanden ist, oder nicht, bleibt gleichgültig. Denn zu- 
folge unserer Hypothese (1.) ist die inducirte elektromotorische Kraft 
völlig unabhängig von denjenigen elektrischen Processen, welche in 
dem inducirten Körper, respective in dem inducirten Drahtele- 
ment stattfinden. Demgemäss können wir das vorläufig erhaltene Re- 
sultat unserer Untersuchung so aussprechen: 

Befinden sich zwei Stromelemente JDs und J i Ds l in 
irgend welcher Bewegung, und die in ihnen vorhandenen 
Stromstärken J und J, in irgend welchem Zustande der 
Veränderung, so wird die während eines gegebenen Zeit- 
elementes dt von e^Ds, in irgend einem Puncte des Ele- 
mentes JDs, und zwar in der Richtung dieses* Elementes, 
hervorgebrachte elektromotorische Kraft eldy. Us (&dt den 
Werth besitzen: 
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(33.) ®ät = Ds l: J, [(x00,+ xE)dr+A0 1 rf0 + f t 6rfe i + vdE] 

+ D* I (rfj,)(oee, + SiE), 

wo durch die Charakteristik d diejenigen Aenderungen an- 
gedeutet sein sollen, welche stattfinden während des ge- 
gebenen Zeitelementes dU 

Hier haben r, 0,9,, E dieselben Bedeutungen wie im 

Ampere'schen Gesetz" (pag. 44); während x, x, A, fi f v, g> t g> 
siebeil noch unbekannte Functionen von r vorstellen. 

'Es handelt sich nun um die Ermittelung dieser sieben Functionen. 
Hiebei wird uns einerseits das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft, 
andererseits aber auch die bisher noch unbenutzt gebliebene vierte 
Hypothese (pag. 113) zu Statten kommen. 



§. 20* Genauere Feststellung de» Elementargesetzes , gestützt auf das 
Axiom der lebendigen Kraft* — Erste Methode* 

Wir wollen das genannte Axiom in Anwendung bringen auf die 
aufeinanderfolgenden Zustände eines gewissen gegebenen materiellen 
Systems, unter der Voraussetzung, dasselbe werde in constanter 
Temperatur erhalten, und die von Aussen her einwirkenden Kräfte 
seien sämmtlich ordinärer Natur. 

Das System bestehe aus beliebig vielen von isolirenden Hyllen um- 
schlossenen starren und homogenen*) Drahtringen A, B, C % . . . 
und aus der in ihnen enthaltenen elektrischen Materie. Die räumliche 
Lage eines jeden Ringes sei analytisch ausgedrückt durch sechs Para- 
meter, und diese Parameter mögen für alle Ringe zusammengenommen 
bezeichnet sein mit ri, % ', .... 

In eineni gegebenen Augenblick £° sei der Zustand des Systemes 
A, B, C, . . . willküdirlich gegeben, sowohl hinsichtlich der räum- 
lichen Lagen und Geschwindigkeiten , als auch hinsichtlich der elektri- 
schen Ladungen und Strömungen. Es sollen also zur Zeit £° die Grös- 
sen %', 7i\ . . . ., -TT , —tt, .... beliebige Werthe besitzen; und 

ebenso sollen zu jener Zeit auch die Dichtigkeiten E der elektrischen 
Ladungen **) und die Intensitäten J der elektrischen Ströme gegeben 



*) Man. vergl. die Bemerkung auf pag. 34. 

•*) Bezeichnet man für irgend einen der Hinge A, B t (7, . . . ein unendlich 
kleines Element (seiner Länge nach) mit Ds, so wird die in diesem Element zur 
Zeit t vorhandene Elektricitätsmengc proportional mit Dv folglich gleich EDs 
zu setzen sein. Der Factor E soll kurzweg die Dichtigkeit der in dem Ele- 
ment vorhandenen elektrischen Ladung genannt werden. 
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sein als beliebige Functionen der Bogenlängen. — Dieser Zu- 
stand mag kurzweg der Anfangszustand, und t* der Augenblick 
des Anfangszustandes genannt werden. 

Vom Augenblick £° an sei das System, abgesehen von irgend 
welchen (an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften sich selber *) über- 
lassen. Auch sei vorausgesetzt, dasselbe bleibe durch geeignete (von 
Augenblick zu Augenblick erfolgende) Wärmeableitungen in constan- 
ter Temperatur erhalten. 

Nach dem allgemeinen Axiom der lebendigen Kraft (oder vielmehr 
nach einem daraus abgeleiteten Satze, pag. 33) muss alsdann diejenige 
Quantität von lebendiger Kraft und Wärme 
(1.) (dT+dQ) eldrm , 

welche das System A, B, C, . . . während eines beliebigen Zeitelemen- 
tes dt } vermöge seiner Kräfte eldy. Us, in sich selber hervorruft, das 
vollständige Differential irgend einer'unbekannten Function sein, welche 
lediglich abhängen darf von der augenblicklichen Beschaffen- 
heit des Systems. 

Der analytische Ausdruck einer solchen Function wird ledig- 
lich zusammengesetzt sein aus denjenigen Grössen, welche der augen- 
blicklichen Beschaffenheit dA Systems angehören. Diese 
Grössen aber zerfallen in zweierlei Gattungen. Die einen sind con- 
stant, nämlich im augenblicklichen Zustande des Systems von genau 
denselben Werthen wie in allen übrigen; die andern sind variabel, 
und haben also im Allgemeinen im augenblicklichen Zustande andere 
Werthe, als früher oder später. Die erstem mögen die charakteri- 
stischen Constanten, die letztern die charakteristischen Va- 
riablen des Systems genannt werden. 

Zu den charakteristischen Constanten des Systems A, B, C, . . . 
gehören die räumlichen Dimensionen, überhaupt alle Constanten, durch 
welche die Figuren und Querschnitte der einzelnen Ringe sich aus- 
drücken, ferner die Dichtigkeiten der ponderablen Massen, ferner die 
Quantitäten freier Elektricität, mit denen die (von isolirenden Hüllen 



*) Da die Ringe A, B, C, . . . homogen sind, und von Aussen her keinerlei 
elektromotorische Kräfte einwirken, so werden bekanntlich die zu Anfang vorhan- 
denen Stromintensitäten J binnen einer äusserst kurzen Zeit erlöschen, falls die 
Bewegungen der Ringe von massiger Stärke sind. Somit sind wir in der un- 
angenehmen Lage , entweder die Zeitdauer der betrachteten Processe uns als eine 
ungemein kurze denken zu müssen, oder annehmen zu müssen, dass die Ringe 
(etwa in Folge ihrer anfänglichen Geschwindigkeiten) in äusserst rapiden 
Bewegungen sich befinden. 

Doch sei sogleich bemerkt, dass diese Unannehmlichkeit vollständig fortfällt 
bei derjenigen zweiten Methode, von welcher im nächstfolgenden §. die Rede 
sein wird. » 
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umschlossenen) Ringe von Hause aus beladen sind, ferner die Leitungs- 
fähigkeiten der Ringe, u. s. w. — Auch gehört zu denselben diejenige 
constante Temperatur, in welcher das System (zufolge der gemachten 
Voraussetzung) fortdauernd erhalten bleibt. 

.Andererseits sind zu den charakteristischen Variablen des Systems 
zu rechnen die Parameter 7t, die elektrischen Dichtigkeiten E 9 die elek- 
trischen Stromstärken J, ferner vielleicht auch irgend welche nach der 
Zeit gebildeten Differentialquotienten der 7t, E 9 J\ u. s. w. 
Solches vorangeschickt/ können wir also sagen : 
(2.).... „Die* in (1.) angegebene Quantität {dT -{- dQ) e iay. us 
„muss das vollständige Differential irgend einer unbekannten Function 
„sein, deren analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf 
„aus den charakteristischen Constanten und aus den charakteristischen 
„Variablen des gegebenen Systems." 

Es muss mithin jene Function z. B. unabhängig sein von den auf 
das System einwirkenden äusseren Zugkräften. 

Um aus diesem Satze' den gehörigen Gewinn zu ziehen, mag zu- 
nächst die in (1.) genannte Quantität, ihrem analytischen Ausdrucke 
nach, näher bestimmt werden. Zu diesem Zwecke seien folgende Be- 
zeichnungen eingeführt: 

Ds und D$! irgend zwei Bogenelemente der Ringe A,B,C, ; 

r ihre gegenseitige Entfernung; 

O , 6 1; E die im Ampere'schen Gesetz, (pag. 44) auftretenden 

Cosinus ; 
x ,if 0) ß und x l9 y l9 e x die Coordinaten der beiden Elemente; 
J und J t ihre Stromstärken; 

R die (repulsiv gerechnete) ponderomotorische Kraft eldy. Us, 
welche nach dem Ainp er e 'sehen Gesetz* D 5, auf Ds aus- 
übt; 
X 1 , F n , ZJ die rechtwinkligen Componenten dieser Kraft; 
(& x dt diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche von 
Ds t während der Zeit dt hervorgebracht wird in irgend 
einem Puncte des Elementes Ds , und zwar in der Richtung 
s dieses Elementes; 
d die Charakteristik fiir diejenigen Aenderungen, welche statt- 
finden während der Zeit dt 
Alsdann ergeben sich sofort die Formeln: 
(3.a) W) e i dy . üg — X *dx + Y *dy Q + ZJd^ 9 

« b K— ^i) jfeb + (yo— Vi) <fyo + (*q — «i) d *o 

(3.b) (d#o 1 W u. = Jo D*o «V ät, 
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wo*) die linken Seiten diejenigen Quantitäten von lebendiger Kraft 
und Wärme vorstellen, welche, vermöge der Kräfte eldy. Us, von Ds t 
während der Zeit dt hervorgerufen werden in Ds . 

Die Kräfte R und $ ] dt lassen sich, unter Benutzung des Am- 
pere'schen Gesetzes (pag. 44) und des im vorhergehenden §. entwickel- 
ten Gesetzes (pag. 122) , in folgender Weise darstellen : 

(4.a) R = J Q Ds Q .J i Ds l . P, 

(4.b) ^dt=J i Ds 1 .[Kßr + Xe i de o + [ie o de i + vdE] + (dJ i )Ds i .Q, 
wo P, K, Q zur Abkürzujig stehen für die Ausdrücke 

P = pe o 1 + pE, 

(5.) K = x0 o 1 + JJE, 

Q = c?0 o 0, + ö>E ; 

während gleichzeitig q, q, x y x } g>, a und A, fi f v Functionen sind, 
die lediglich von r abhängen. — Durch Substitution der Werthe 
(4.a,b) in (3.a,b) folgt: 

(6.a) (rfT % d , ü8 - Ds Ds, . J Q J t P <*-**> **• + <*-*> ^ + l' lZJÜ** , 

(6.b) (WWus — Ds Ds, . J J x [Kdr + A0 t rf0 o + p%dQ { + vdE] 

+ Ds Ds, . J Q (dJ t ) Q. 

Analoge Formeln werden offenbar sich ergeben, wenn man umgekehrt 
die Einwirkung von Ds auf Ds, in Betracht zieht. Addirt man diese 
analogen Formeln zu den schon vorhandenen (6.a,b), so folgt: 

(7.a) (rf^ + dT^eidj.u. = Ds Bs l . J J t Pdr, 

(7.b) W + WWus -= Ds Ds, . J,J { [2Kdr+{l+p)d(O e i )+ 2vdE\ 

+ Ds Ds 1 .Qd(J J 1 ). 

Hieraus aber folgt weiter: 

(8.) (dT » + rfT 1 °+d(? 1 +dö 1 )e, dy . U8 = Ds D5 1 [d{J Q J$) + J«JiYl 
wo Y die Bedeutung hat: 

. (9.) Y = (2K -f P) dr + (i + » d (0,0^ + 2vdE - dQ. 
Dieser Ausdruck Y erlangt übrigens, wie sofort bemerkt sein mag, 
durch Substitution der Werthe (5.) die einfachere Gestalt: 

• (10.) Y = («0 o t + ßE) dr + yd (0 O 0,) + * dE, 

wo alsdann unter u, ß, y, Ö folgende lediglich von r abhängende 
Functionen zu verstehen sind: 



*) Die Formel (3. b) wurde bereits früher abgeleitet, auf pag. 105. Ebenso ist 
auch Formel (3.a), allerdings in etwas anderer Gestalt, schon früher besprochen 
worden, png. 51. 
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Summirt man die Formel (8.) über sämmtliche Elementenpaare 
Ds , Dsj des gegebenen Systemes A, B, C, . . . (jedes Paar immer 
nur einmal genommen), so erhält man: 

(12.) {dT+dQ) eldj . v * = £ SS Ds {) Ds, [tf (/ /,Q) + ^«W 
Hier repräsentirt die linke Seite die zu berechnende Quantität 
(1.), nämlich diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, 
welche das gegebene System A, B y C, . . ., vermöge der in ihm vor- 
handenen Kräfte eldy. Us, während der Zeit dt in sich selber hervor- 
bringt. Auf der rechten Seite ist die Operation SS der Art ausge- 
führt zu denken , dass zunächst bei ^festgehaltenem Ds summirt ist 
über alle Elemente Ds t des Systemes, hierauf aber der so erhaltene 
Ausdruck von Neuem summirt ist über alle Elemente Ds des Sy- 
stemes*); so dass also jedwedes Elementenpaar Ds , Ds t im Aus- 
druck SS doppelt vorkommt, mithin nur einmal vorkommt im 
Ausdruck \SS. 

Uebrigens kann die Formel (12.), weil die Ringe A, B, C, . . . 
nach unserer Voraussetzung starr, also ohne Gleitstellen sind, auch 
so dargestellt werden: 

(13.) (dT+dQU dJ . us = d {i SS [Ds Q D Si J J x Q]} + U, 
wo alsdann U f mit Rücksicht auf (10.), die Bedeutung hat: 

(14.) U= * SS[Ds D Si J Q J i ((ae o O t +ßE)dr+yd(O o e i ) + ddE)]. 
Die cc,ß,y,d hängen nur von r ab [vergl. (11.)]; der irgend 
zwei Elementen Ds , Ds 1 zugehörige Ausdruck 

(15.) . («00^ + /JE) dr + y d (ß e x ) + d dE 

muss daher darstellbar sein durch die Bogenlängen s Q , s t der beiden 
Elemente, ferner durch die Parameter n, % } . . ., und endlich durch 
diejenigen Aenderungen dri, dri', . . . ., welche diese Parameter er- 
fahren während des betrachteten Zeitelementes dt Mit andern Wor- 
ten: Jener Ausdruck (15.) muss sich umgestalten lassen in 

(16.a) (ae {i Q i + ßE)dr+yd(6 e i ) + ddE = rtd7t'+T\"dit"+ , 

wo alsdann die TT lediglich abhängen von s ) s t und den Parametern 
*, was angedeutet sein mag durch: 

(16.b) TT<*> = TJW (s , s 1; V, it", ). 



*) Das Zeichen 2£ ist also genau in derselben Bedeutung hier gebraucht, 
welche früher (Note auf pag. 23) festgesetzt wurde. 
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Vermöge dieser Umgestaltung (16.a,b) gewinnt nun der Ausdruck 
U (14.) folgendes Aussehen: 

(17.a) . U= V'dri + V"dn -\ , 

wo die V dargestellt sind durch die Integrale: 

(17.b) F<*> = J-27J5 [Ds D^ J J x TI<»>]. 

Nach dem Satze (2.) muss die Quantität {dT -\- d#)eid y .üs ein voll- 
ständiges Differential sein. Gleiches muss daher gelten von dem in 
(13.) für jene Quantität gefundenen Werthe, und also auch gelten 
von dem letzten Term U dieses Werthes. Der Term U (14.) enthält 
die variablen Grössen J, nicht aber die dJ. Folglich kann derselbe 
jener Anforderung, ein vollständiges Differential zu sein, nur dadurch 
entsprechen, dass er identisch verschwindet. Hieraus folgt dann aber 
weiter, dass die in dem Tefrm U (14.) enthaltenen Functionen a, ß, y y ä 
ebenfalls identisch Null sind. — Eine solche Schlussweise würde aller- 
dings sehr kurz, aber auch sehr venig überzeugend *) sein. Wir wer- 
den daher zur Erreichung des eben angedeuteten Zieles einen etwas 
längeren Weg einschlagen, der jedoch hinsichtlich seiner Strenge 
Nichts zu wünschen übrig lassen dürfte. 

Nach dem Satze (2.) muss die Quantität {dT -\- d#)eidy.ua das 
vollständige Differential irgend einer unbekannten Function sein, deren 
analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den 
charakteristischen Constanten und den charakteristischen 
Variablen des betrachteten Systemes A, B, C, . . . . Gleiches muss 
daher, nach (13.), auch gelten vom Terme ü"; es muss also 

(18.) U=df 

sein, wo / eine noch unbekannte Function bezeichnet, deren analyti- 
scher Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den charak- 
teristischen Constanten und charakteristischen Variablen 
des gegebenen Systemes. Aus (17.) und (18.) ergiebt sich aber die 
Formel : 

(19.) df= V'd% + V"dn" + • • • ., ' 

welche zeigt, dass in f keine andern Variablen enthalten sein 
können als die Parameter n. Somit darf also der analytische Ausdruck 



*) Die in den Integralen V (I7.b) enthaltenen J können angesehen werden 
als unbekannte Functionen der Bogenlängen und der Zeit; während andererseits 
die , TT abhängen von den Bogenlängen und von den it. Möglicherweise könnten 
nun jene unbekannten Functionen J von solcher Beschaffenheit sein, dass die 
Integrale V ihrerseits von der Zeit unabhängig, also nur noch abhängig von 
den n sind. Dann aber würde U (17.a), auch ohne zu verschwinden, ein voll- 
ständiges Differential sein. 
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von f lediglich zusammengesetzt sein aus den charakteristischen 
Constanten des gegebenen Systemes und aus den Parametern it. 
Gleiches gilt offenbar von den V\ denn. nach (19.) ist 

\ V ' ^_ <rf_ TT" lf 

~ d%> ~ d7t"> 

(20.) .... „Bezeichnet man also die charakteristischen Constanten 
„des gegebenen Systemes mit c 9 c", k .., so werden die in 

U= V'dit + V"dif + 

„enthaltenen Functionen V von folgender Gestalt sein: 

„dass heisst, die c sind die einzigen Constanten, und die % die 
„einzigen Variablen, welche in diesen V m überhaupt enthalten sein 
„können." 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Functionen V wirklich 
zu bestimmen für irgend eine specielle Lage des gegebenen Sy- 
stemes A, B, (7, . . ., d. h. für diejenigen speciellen Werthe 
PjP", . . ., welche die Parameter it' 7 ri\ .... bei jener speciellen Lage 
annehmen. 

Die Functionen V sind nach (20.) unabhängig von den auf das 
System (an irgend welchen Fäden) einwirkenden äusseren Zugkräften. 
Sollten also diese Kräfte etwa von Hause aus in irgend welcher Weise 4 
(etwa als Functionen der Zeit) gegeben sein, so werden wir trotzdem 
dieselben von Augenblick zu Augenblick ganz nach unserm Gefallen 
abändern 'dürfen, ohne dass dadurch irgend welche Aenderungeh ein- 
treten in der Beschaffenheit der Functionen V. Um nun die Werthe 
dieser V für die speciell.e Lage p (d. h. für die Parameter p) zu 
ermitteln, wollen wir jene äusseren Zugkräfte # von Augenblick zu 
Augenblick in solcher Weise uns regulirt denken, dass das System 
A, B, Cj . . ., nachdem es von seinem gegebenen Anfangszustande aus 
beliebig lange Zeit andere und andere Zustände durchlaufen hat, all- 
mählig mit mehr und mehr abnehmender Geschwindigkeit der ge- 
gebenen Lage p sich nähert, endlich mit der Geschwindigkeit Null in 
diese Lage hineingelangt, und sodann in derselben festgehalten wird. 
Denken wir uns diese Fixirung des Systemes (welche ebenfalls durch 
passende ßegulirung der äusseren Zugkräfte zu bewirken ist) unend- 
lich lange Zeit andauernd, so werden die in dem System vorhandenen 
Stromstärken J (wie aus experimentellen Ergebnissen mit Sicherheit 
geschlossen werden kann) schwächer und schwächer werden, und 
schliesslich erlöschen. In demselben Augenblick aber, wo die J er- 
löschen, in demselben Augenblick verschwinden, nach (17. b), 
auch die V. Somit sind wir also zu der Einsicht gelangt, dass die 
Functionen V für die specielle Lage p, unter gewissen Umständen 

Nenraann, die elektrischen Kräfte. 9 



Digiti 



zedby G00gk 



130 D ,e elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

und zu einer gewissen Zeit, Null sind. Hieraus aber folgt, mit Rück- 
sicht auf (20.), -sofort, dass sie für jene Lage p immer*) Null sind. 
Die Lage p war aber beliebig, gewählt; folglich gilt Gleiches auch für 
jede andere Lage jr des Systemes. Wir können also sagen: 

(21.) . . . . „Die in (20.) genannten Functionen V, V", . . . sind 
„identisch Null, und der dort angegebene Ausdruck U also ebenfalls 
„identisch Null." 

Solches erkannt, können wir nunmehr endlich den eigentlichen 
Faden unserer Untersuchung weiter verfolgen. Substituiren wir zu- 
nächst in den Formeln (13.), (14.) für U den eben gefundenen Werth 
Null, und recapituliren wir dabei, was in Betreff dieser Formeln zu 
sagen ist, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszudrücken 
haben. 

(22.) .... „Wird ein System beliebig vieler homogener und 
„starrer Drahtringe A 9 B, G, . . . durch von Augenblick zu Augen- 
„ blick erfolgende Wärmeableitungen in constanter Temperatur erhalten, 
„ist ferner der Anfangszustand des Systemes, hinsichtlich seiner pon- 
„ derablen wie hinsichtlich seiner .elektrischen Materie , inwillkühr- 
„ lieh er Weise festgesetzt, und ist endlich das System, abgesehen 
„von jenen Wärmeableitungen und abgesehen von irgend welchen 
„(an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften, sich selber überlassen, so 
), werden vom Augenblick des Anfangszustandes . ab fortdauernd die 
„Formeln gelten: 

. (dT + dQ) eld ,. VB = d{4,2J2J [Ds Ds { J J, Q]}, . 
22 [Ds Ds, J J X ((«0 ü l +./JE) dr + yd{ß 9i) + ddE)] = 0. 
„Hier haben Q und a, ß, y, 8 nach (5.), (11.), die Bedeutungen: 

Q = (ö O 0j + ä E, 

« = (2* + q) — -£ , y = (A + p) — p, 

ß = (2x + q)~ ^, d = 2v — w. 

„Ausserdem ist unter ~(dT -\- ^#) e idy.us diejenige Quantität von leben- 
diger Kraft und Wärme zu verstehen, welche das gegebene System, 
„vermöge seiner Kräfte eldy. Us, während des betrachteten Zeitelemen- 
„tes dt in sich selber hervorbringt." 

Beiläufig folgt aus diesen Ergebnissen (22.), dass die von uns 
früher (pag. 21) mit % bezeichnete Function dargestellt ist durch den 
Ausdruck : 



i 



•) Denn die gesuchten Fsind nach (20.), ausser von den Constanten c, c", ..., 
nur noch abhängig von der gegebenen Lage p (d. i. von den Parametern p',p\ ...)• 
Ihre Werthe für diese Lage p sind also stets ein und dieselben. 
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(23.) (-1)$22 [Ds D Sl «7oJ.fi], ' * 

dieser Ausdruck also zu bezeichnen sein wird als das elektrodyna- 
mische Postulat des gegebenen Systemes. Es repartirt sich nun 
aber dieser Ausdruck (23.) , weil die J im Anfangszustande und folg- 
lich auch in späteren Zuständen ungleichförmig (d. i. Functionen 
der Bogenlängen) sind, in völlig bestimmter Weise auf die einzelnen 
Elementen paare Ds Ds,; und wir gelangen daher, unter Rücksicht 
darauf, flass jedes solches Paar in £ ZJ doppelt,- mithin in 4 ££ nur 
einmal*) vorkommt, zu folgendem Satz: 

Das elektrodynamische Postulat irgend zweier elek- 
trischer Stromelemente J" Ds unde7 1 D«s 1 besitzt denWerth: 

(24. a) '(— 1) Dfy'Ds, J J t Q, 

wo Q die Bedeutung hat: 

(24. b) = 000, + »E. 

Dabei sind unter r, O , 0,, E dieselben Grössen zu ver- 
stehen, wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44), ferner unter 

ö, co zwei noch unbekannte, lediglich von r abhängende 
Functionen. 

Von hervorragender Wichtigkeit ist ein anderes in (22.) zu Tage 
getretenes Ergebniss. Wir sehen nämlich aus (22.) , dass die Summe 

fB5.) Z2 [ds d Si j Ji((ie e t + ß£) d £ + y ^^ + 8 §)] 

in jedem Augenblick Null sein muss, also auch Null sein muss zur 
Zeit ifi des willkührlich gegebenen Anfangszustandes. Zu jener 
Zeit t° waren aber die J willkührlich gegebene Functionen der 
Bogenlängen. Somit folgt, dass der unter dem Summenzeichen 
stehende Ausdruck , 

,26.) ( „9.9 1+ Wg + ,«fJ + ä f 

zu jener Zeit Null sein muss für jedes einzelne Elementenpaar 

V8 Q ,D8 t . 

In diesem Ausdruck (26.) sind a r ß,y,8 unbekannte Functionen 

von r. Andererseits sind r, ft , 0,, E und -,-.> —rr, — rr > -tt die- 

ü; l dt 7 dt dt ' dt 

jenigen acht Grössen, durch welche die relative Lage und relative Ge- 
schwindigkeit des betrachteten Elementenpaares Ds , Dsj sich bestimmt. 
Zur Zeit £° haben aber Ds , Ds x willkührlich gegebene Lagen und 
Geschwindigkeiten, mithin jene acht Grössen willkührlich gegebene 



*) Vergl. die Note auf pag. 127. 



Digiti 



zedby G00gk 



132 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

Werthe. Aus dem Verschwinden des Ausdruckes (26.) zur Zeit fl 
folgt also, dass die Functionen a } ß, y, ö einzeln Null sind, und 
zwar Null sind für jedes beliebige r; denn es gehört ja r ebenfalls zu 
jenen acht Grössen, die zur Zeit t° willkührliche Werthe be- 
sitzen. 

Erinnert man sich also an die eigentlichen Bedeutungen von 
cc, ß,y, d (22.), so gelangt man zu folgenden Formeln: 

2x + p = ^-, A + f* = ca, 

u , ii aco ii 

2x + q = ^> 2v = a, 

gültig für jedes beliebige r. Diese Formeln können auch so dar- 
gestellt werden: 

1 (dco \ . 1 , N 1* / i \ 

(^••/ , ii 

ii ' 1 (d(o X 1 ii 

" = lW- ? )' . V= 2 m > 

wo alsdann 6 eine neue unbekannte Function von r vorstellt. 

Hinsichtlich der von uns benutzten Abkürzungen (pag. 126) : 

p = P e e 1 + pE, 

(28.) K = x6 o 1 +rE, % 

Q = c ,0 o ] + räE, 

ergiebt sich nunmehr, unter Anwendung der für x, x erhaltenen 
Werthe (27.), successive : 

(29.) 2K dr = O 0, . 2xdr + E . 2xdr, 

= [6 O 0, dm + E rfrä] — P dr, 

= (dQ — Pdr) — [ad (0 O 0,) + a dE}. 

Ferner folgt, unter Anwendung der Werthe you A, (t, v (27) : 

(30.) 2 (A 0, d O + ft O d 6, + v d E) = ra d (0 O 0,) 

+ ff (0„ "d 0, — 0, d 6„) + ä rf E. 

Endlich folgt durch Addition von (29.), (30.) sofort : 

(31.) 2(K dr -f A 0, <Ü0 O + p Q de t + v dE) = 

= (<*Q — P dr) + ff (0 fl dB t — 0, rf0 o ). 

Hiedurch aber gewinnt die für die elektromotorische Kraft (S,, 1 dt gel- 
tende Formel (pag. 126) folgendes Aussehen : 

(32.) <V«HW, D«, ^"P^t-'.fi^L-e.rfW + ^^ft 
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Das im vorhergehenden §. in Betreff dieser elektromotorischen Kraft 
erhaltene Resultat (pag. 122) erlangt demnach gegenwärtig folgende be- 
stimmtere Gestaltung. 

Befinden sich zwei Stromelemente J Ds und J x Ds { in 
irgend welchem Zustande der Bewegung, und die in ihnen 
enthaltenen Stromstärken J und/, in irgend welchem Zu- 
stande der Veränderung, so wird die während der Zeit dt 
von J^Dsj in irgend einem Punct des Elementes JqDs , und 
zwar in der Richtung dieses Elementes, hervorgebrachte 
elektromotorische Kraft eldy. Us (§„' dt den Werth be- 
sitzen: * ' 

• (KU) e^Ä- j l D./- rf - Q -_ p 4±!L(e.^re.^) +( ^ i)D>ißj 

wo durch die Charakteristik d diejenigen Aenderungen an- 
gedeutet sind, welche stattfinden während der gegebenen 
Zeitd*. 

Hie* haben r, O , Q i7 E, ebenso auch 

(33.b) P-pOoei + pE 

genau dieselben Bedeutungen, wie' im Ampere'schen Ge- 
setz (pag. 44). Andererseits hat Q die Bedeutung: 

(33.c) = 0^0, + ei E; 

wobei hinzuzufügen ist, class cj, cj, und ebenso auch 6, le- 
diglich von r abhängende Functionen sind, überderenBe- 
schaffenheit aber bis jetzt noch nicht die mindeste Kennt- 
niss erlangt ist. 

Es sind also gegenwärtig noch drei unbekannte Functionen 
von r zu bestimmen, nämlich o, c? und o. 



§. 21. Zweite Methode zur genaueren Feststellung des Elementargesetzes, 
ebenfalls gestützt auf das Axiom der lebendigen Kraft. 

Diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme: 
(dT+dQ) e u y .vs, 
welche das betrachtete (in constanter Temperatur erhaltene) System 
A, B, C, . . ., vermöge seiner inneren elektrodynamischen 
Kräfte, binnen der Zeit dt in sich selber hervorbringt, muss das voll- 
ständige Differential irgend einer Function sein, welche lediglich ab- 
hängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 

(A.) .... „Dieser Satz gilt nicht hur dann, wenn die von Aussen 
„her auf das System einwirkenden Kräfte durchweg ordinären 
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„Ursprungs sind, sondern bleibt (wie bald gezeigt werden soll) 
„auch dann noch in Gültigkeit, wenn jene äusseren Kräfte theils or- 
dinären, theils elektrostatischen, theils elektrodynami- 
schen Ursprungs sind." 

Somit ergeben sich , was die Verfolgung unseres eigentlichen Zieles, 
nämlich die genauere Feststellung des den elektromotorischen Kräften 
eldy. Us zuzuschreibenden Elementargesetzes betrifft, zwei Methoden, 
von denen die eine ebenso wie die andere jenen Satz zur Basis hat 

(B.l) . . . , Die erste Methode besteht darin, dass wir auf 
das System A y B, C, . . . von Aussen her nur ordinäre Kräfte 
einwirken lassen. 

Diese Methode und die Resultate, zu denen sie hinleitet, sind im 
vorhergehenden §. exponirt worden. 

(B.2) . . . . Die zweite Methode besteht darin, dass wir 
auf das System A, B,C, . . . von Aussen her, ganz nach Be- 
liehen, theils ordinäre, theils elektrostatische, theils elek- 
trodynamische Kräfte einwirken lassen. 

Bei Anwendung dieser zweiten Methode werden also an den 
Ringen A,B 7 G, . . . nicht nur Fäden zu befestigen sein, an denen 
von Aussen her beliebig gezogen werden kann, sondern gleichzeitig 
werden, in der Nähe des Systemes A 7 B, C, . . . ., irgend welche Ap- 
parate (in Gang erhaltene Reibungs-Elektrisirmaschinen und geschlos- 
sene Galvanische Batterien) -aufzustellen sein, so dass also die auf das 
System A } B 7 C, . . . von Aussen her influirenden Kräfte repräsentirt 
sind theils durch die an jenen Fäden wirkenden Zugkräfte, theils durch 
die von diesen Apparaten ausgehenden elektrostatischen und elektro- 
dynamischen Kräfte *). 

Da jener zu Anfang des gegenwärtigen §. von Neuem ausge- 
sprochene Satz, welcher die Basis der ersten Methode bildet, zu- 
folge der Behauptung (A.), in genau .derselben Weise auch als Basis der 
zweiten Methode dienen kann, so erkennt man sofort, dass beide 
Methoden hinsichtlich ihrer analytischen Behandlung Schritt für Schritt 
identisch verlaufen, mithin auch identisch sein werden hinsichtlich" 
ihrer Resultate. 

Es bleibt somit nur noch übrig, die in (A.) ausgesprochene Be- 
hauptung zu rechtfertigen; und das soll im folgenden §. geschehen. 

§. 22. Allgemeine Erörterungen über das Princip der lebendigen Kraft. 
Bei diesen Erörterungen mögen der Reihe nach verschiedene Fälle 

*) Die Unannehmlichkeiten , welche bei der ersten Methode hervortraten 
(Note, pag. 124), werden, wie mau sieht, fortfallen bei Anwendung dieser zwei- 
ten Methode. 
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in Betracht gezogen werden, je nach Beschaffenheit des gegebenen 
materiellen Systems und je nach Beschaffenheit der vorhandenen äus- 
seren Umstände. 

Erster Fall. 
„Das System besteht aus unveränderlichen ponderablen Massen- 
„puncten, und die vorhandenen inneren Kräfte sind durchweg ordi- 
nären Ursprungs, analytisch also ausgedrückt*) durch irgend welche 
„Functionen der Entfernungen. u 

„Gleichzeitig stehen uns irgend welche ordinären Kräfte zur Ver- 
fügung, vermittelst deren wir von Aussen her in beliebiger Weise auf 
„das System einwirken können." 

In diesem Falle sind nur pondero motorische Kräfte vorhanden; 
und wir gelangen daher, auf Grund dqr bekannten Fundamentalglei- 
chungen 

(«.) Mx" = X, My" = Y, Mz" = Z 

und durch bekannte Deductionen, zu dem Theorem: 

(ß.) dT+d% = dS. 

Hier bezeichnet T die lebendige Kraft des Systemes, 3f eine von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes abhängende Function **), 
und dTj d'S diejenigen Zuwüchse, welche T, 3F erfahren während der 
Zeit dt] andererseits repräsentirt dS diejenige Arbeit, welche während 
dieser Zeit dt auf das System ausgeübt worden ist speciell von den 
äusseren Kräften. 

Die vbn ponderomotorischen Kräften ausgeübte Arbeit ist (vergl. 
pag. 12) nichts Anderes, als das von denselben hervorgebrachte Quan- 
tum lebendiger Kraft. Bezeichnet man also die inneren Kräfte 
des Systemes mit (J"), und die von Aussen her einwirkenden mit 
(A), so wird, was die in (ß.) enthaltenen Quantitäten dT und dS 
betrifft, nicht nur die Zerlegung zu bemerken sein: 

dT={dT) A + (dT)j, 
sondern gleichzeitig auch zu bemerken sein, dass 
dS = {dT) A 

*) Die Kräfte ordinären Ursprungs sind diejenigen, welche den ponderablen 
Massen inhärent sind ; diese Kräfte aber sollen , wie auf pag. 10 ausdrücklich an- 
genommen wurde, nur von den Entfernungen abhängen. 

**) Beispielsweise wird diese Function 3f ,* falls die innern Kräfte des Systems 
dem Newton 'sehen Anziehungsgesetz entsprechen, dargestellt sein durch: 

wo unter M , M' irgend zwei Massenpuncte des Systems zu verstehen sind, unter 
f ihre gegenseitige Entfernung, endlich unter K eine Constante. 
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ist. Dabei sind selbstverständlich unter {(IT)a und (dT)j diejenigen 
Quanta lebendiger Kraft zu verstehen, welche im gegebenen Systeme 
während der Zeit dt hervorgerufen werden speciell durch die äussern, 
und speciell durch die innern Kräfte. Die Formel (ß.) kann daher 
auch so geschrieben werden : 

(y.) (dT) A + (dT)j +d% = {dT) A , 

oder auch so : 

(*.) (dT)j+dl = 0. 

, In dem hier betrachteten ersten Falle haben wir ein materielles 
System vor uns, welches — mag es in der Natur existiren oder nicht 
— seiner Beschaffenheit nach bestimmten mathematischen Definitionen 
unterworfen ist, und die gefundene, durch (/}.) oder (j>.) oder (d.) dar- 
gestellte Formel spiegelt nur wieder, was durch diese Definitionen von 
uns selber in das System hineingelegt war; denn sie entspringt aus 
diesen Definitionen durch streng mathematische Deductionen. Mit 
vollem Recht wird sie also zu bezeichnen sein als ein auf Grund dieser 
Definitionen sich ergebendes Theorem.. — Dem gegenüber werden 
diejenigen Formeln, welche in den folgenden Fällen, von gewissen 
allgemeinen Gesichtspuncten aus, sich ergeben, als Axiome zu be- 
nennen sein. 

Zweiter Fall. 

„Das zu betrachtende materielle System ist von unbekannter Be- 
schaffenheit, nur sei vorausgesetzt*), dass sämmtliche in ihm vor- 
handenen inneren Kräfte theils ordinären, theils elektrostatischen, 
„theils elektrodynamischen Ursprungs sind." 

„Es stehen uns zur Verfügung äussere Kräfte, die ebenfalls 
„ordinären, elektrostatischen und elektrodynamischen Ursprungs sind, 
„ferner äussere Wärmequellen, d. i. irgend welche Körper von 
„beliebigen Temperaturen. Wir können also diese äusseren Kräfte 
„und Wärmequellen in willkührlicher Weise auf das gegebene Sy- 
„stem einwirken lassen, sodass wir durch die erstem irgendwelche 
„Quanta von lebendiger Kraft und Wärme im Innern des Systems her- 
vorzubringen , andererseits durch Application der letztern irgend 
„welche (positiven oder negativen) Wärmequanta in das System hinein- 
„zuleiten im Stande sind." 



*) Hinsichtlich dieser Voraussetzung ist im Auge zu behalten, dass über die 
Kräfte ordinären, elektrostatischen und elektrodynamischen Ursprungs ein für 
alle Mal (pag. 10—18) gewisse Determinationen, z. B. gewisse (ponderomotorische 
und elektromotorische) Fundamentalgleichungen aufgestellt worden sind. 

An diesen Determinationen soll , wo von Kräften ordinären , elektrostatischen 
und elektrodynamischen Ursprungs die Rede ist, durchweg festgehalten werden. 



Digiti 



zedby G00gk 



Ueber das Pr'mcip der lebendigen Kraft. 137 

Um für lebendige Kraft und Wärme eine Collectivbenennung zu 
gewinnen, mag (nach dem Vorgange namhafter Physiker) erstere als 
kinetisehe, letztere als thermische Energie bezeichnet sein. Jene 
Quanta von lebendiger Kraft und Wärme, welche wir vermittelst der 
äusseren Kräfte im Systeme hervorrufen, und jene ,Wärmequanta, 
welche wir vermittelst der äusseren WärmequeJJen in das System hin- 
einleiten, können alsdann zusammengenommen bezeichnet werden als 
die dem System von Aussen her zugeführten Quanta von 
Energie. 

Eine nähere Untersuchung über die Zustandsänderungen des ge- 
gebenen Systems anstellen zu wollen auf Grund der speci eilen Be- 
schaffenheit des Systems, ist unmöglich ; denn diese specielle Be- 
schaffenheit ist uns unbekannt. Ausführbar hingegen erscheint eine 
solche Untersuchung auf Grund gewisser universeller Ideen, welche 
durch die Arbeiten von S. Carnot, J. R, Mayer, Colding, Joule, 
Helmholtz, Clausius »allmählig sich Bahn gebrochen, und (in 
Folge vielfältiger experimenteller Bestätigungen) allmählig einen 
hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt haben.« Diese universell 
len Ideen, näher determinirt mit Bezug auf den vorliegenden Fall, 
dürften ihren Ausdruck finden in folgenden beiden Sätzen: 

(a.) Erster Grundsatz, Dasjenige Quantum von kineti- 
scher und thermischer Energie, welches dem gegebenen 
System von Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, voll 
einem gegebenen Anfangszustande aus, eine gegebene Reihe' 
von Zuständen durchlaufe, ist lediglich abhängig von der 
Beschaffenheit dieser Zustände. 

(b.) Zweiter Grundsatz. Dasjenige Quantum von kineti- 
scher und thermischer Energie, welches dem System von 
Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, von einem ge- 
gebenen Anfangszustande aus, irgend welche Reihe von 
Zuständen durchlaufe, schliesslich aber in jenen anfäng- 
lichen Zustand wieder zurückkehre, ist immer gleich 
Null. 

Die charakteristischen Gonstanten und die charakteri- 
stischen Variablen*) des gegebenen Systems mögen benannt sein, 
die einen mit c 9 c", . ., die andern mit <*, ß, . . Gegeben seien irgend 
zwei unendlich wenig von einander verschiedene Zustände («,£,..) 
und (a -f- da, ß + dß 7 . .), mit einander verbunden durch die Zwi- 



*) Es sollen diese Namen hier in dem Sinne verstanden werden, wie früher 
(pag. 124). 
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schenzustände (a + nda 7 ß -f- ndß y . .), wo n eine von bis 1 wach- 
sende Zahl vorstellt 

Wir wollen annehmen, durch geeignete Verwendung und Regu- 
lirung der uns zur Disposition stehenden äusseren Kräfte und Wärme- 
quellen sei es r möglich, das gegebene System zunächst in den Zustand 
(a, ß, . .) zu versetzen, und sodann dasselbe aus diesem Zustande längs 
des Weges (cc + nda, ß -f- ndß, . .) übergehen zu lassen in den Zu- 
stand (cc + dcc, ß -\- dß, . .); zugleich sei dE dasjenige Quantum von 
theils kinetischer theils thermischer Energie, welche dem Systeme, 
während eines solchen Ueberganges von (cc, ß, . .) in (a-\-da,ß-\-dß,.,), 
von Aussen her zuzuführen ist. Dieses Quantum dE muss alsdann, 
nach dem Grundsatze (a.), in folgender Weise darstellbar sein: 

- (c.) dE = f(a, ß, . ., da, dß, . ., c\ c, . .), 

wo feinen Ausdruck bezeichnet, welcher lediglich zusammengesetzt 
sein darf aus den beigefügten Argumenten.^ Hieraus folgt durch Ent- 
wicklung nach dem Taylor'schen Satz: 

'. (d.) 4E=f{a,ß,.., 0,0,.., o',c",..) 

+ Acta + Bdß + . ., 

wo die A, B, . . nur noch abhängig sind von den a, ß, . . und den c, c",.. 
Der Formel (d.) zufolge repräsentirt der Term 

• (e.) f(«,ß,--, 0,0,.., c,c",..) 

denjenigen Werth, welchen dE annehmen würde für da = dß= . . = 0, 
also dasjenige Quantum von Energie, welches dem System von Aussen 
her zuzuführen ist, um dasselbe aus dem Zustande (a, ß, . .) über- 
gehen zu lassen in eben denselben Zustand (cc, ß, . .). Ist mithin 
t der Zeitaugenblick dieses Zustandes (cc, /?,..)> so kann jener Term 
(e.) bezeichnet werden als dasjenige Quantum Energie, welches dem 
Systeme zugeführt wird vom Augenblick t — bis zum Augenblick 
t + 0. Hieraus folgt, dass jener Term (e.) gleich Null ist, dass mit- 
hin die Formel (d.) die einfachere Gestalt annimmt: 

(f.) dE = Ada + Bdß + - . 

Lässt man daher das System, unter Anwendung der äusseren Kräfte 

und Wärmequellen, während eines Zeitintervalles t ] — t x irgend welche 

' Zustände (a l} ß i9 ..)... . (cc 2 , ß 2 , . .) durchlaufen, so wird das dem 

Systeme während dieses Zeitintervalls von Aussen her zugeführte 

Quantum Energie E 12 , auf Grund der Formel (f.), den Werth haben: 

(g.) E it -f(Ada + Bdß + --) 9 

h 
die Integration hinerstreckt über die durchlaufenen Zustände. 
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Nach dem Grundsatze *(b.) muss nun das Quantum E l2 immer 
Null sein, sobald der erste von jenen Zuständen identisch ist mit dem 
letzten, also (cc u .ß ti . .) identisch mit (a 2 , ß 2 , .,.). Das in (g.) stehende 
Integral 

f(Adct + Bdß + - .) 

muss daher jederzeit verschwinden, sobald es hinerstreckt ist über 
eine in sich zurücklaufende Reihe von Zuständen. Hieraus folgt — 
wenigstens mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit*) — , dass das unter 
dem Integralzeichen stehende Aggregat 

Ada + Bdß + . - 
ein vollständiges Differential ist. Hieraus aber ergiebt sich, 
weil (wie schon bemerkt) die A, B, . . nur von den a, ß, . . und 
c, c", . . abhängen, dass dieses Aggregat die Form besitzen muss: 

(h.) * Ada + Bdß + -. = dF(a,ß,. ., c', c", . .), 
wo F einen Ausdruck Vorstellt, welcher lediglich zusammengesetzt sein 
darf aus den beigefügten Argumenten. Aus (f.) und (h.) ergiebt sich: 

(i.) • dE-dF(a,ß, .., c',J',..), 

in Worten ausgedrückt : 

Das dem gegebenen "System während der Zeit dt von 
Aussen her zugeführte Quantum von kinetischer und ther- 
mischer Energie wird immer das vollständige Differential 
irgend einer Function sein, welche lediglich abhängt von 
der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes, deren 
analytischer Ausdruck also lediglich zusammengesetzt ist 
aus den charakteristischen Variablen und Constänten des 
Systemes. 

Die Formel (i.) kann auch so geschrieben werden: 
• (k.) dT + d [F 0, ß, . ., c, c", ..)-T] = dE, 

wo T die lebendige Kraft des Systemes vorstellen soll. Zur Abkürzung 
werde gesetzt: 

(1.) F.(a,ß,.., c,c",..)-T = %; 

alsdann wird 3F (ebenso wie F und T) eine Function sein, die 
lediglich abhängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 
Ferner mag das in (k.) enthaltene dE in folgende Theile zerlegt 
werden: 

(m.) dE = (dT) A + {dQ) A — dQ; ' 



*) Wirkliehe Sicherheit würde dieser Schluss (vergl. pag. 96) nur dann be- 
sitzen, wenn wir vermittelst der äusseren Kräfte und Wärmequellen jedes be- 
liebige Werthsystem der da, dß y . . . hervorzurufen im Stande wären. Hierüber 
aher kann im Allgemeinen nichts Bestimmtes gesagt werden, 
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hier sollen (dT) A und (dQ) A diejenigen Quanta von lebendiger Kraft 
und Wärme bezeichnen, welche im System hervorgerufen werden 
durch die äusseren Kräfte; andererseits soll ( — dQ) das aus den äus- 
seren Wärmequellen in das System übergehende W$rmequantum vor- 
stellen, so dass also (+ dQ) diejenige Wärmemenge repräsentirt, welche 
umgekehrt vom System an jene Quellen abgegeben wird. — 
Durch Substitution von(l.) und (m.) erlangt die Formel (k.) folgendes 
Aussehen: 

(n.) dT+d3=*(dT) A + {dQ)±-dQ. 

Dritter Fall. 

„Die Verhältnisse mögen dieselben sein, wie im vorhergehenden 
„Fall, nur soll die Beschaffenheit und Application der äusseren Wärme- 
quellen der Art gedacht werden, dass das System fortdauernd in 
„constanter Temperatur erhalten bleibt." 

Das gegebene System ist also etwa eingebettet zu denken in eine 
unendlich grosse Wärmequelle von unveränderlicher Temperatur, so 
dass jede durch die innern und äussern Kräfte im System hervor- 
gebrachte Wärmequantität augenblicklich in die umgebende Quelle 
abfliesst. Alsdann wird die durch dQ bezeichnete, d. h. die wäh- 
rend der Zeit dt vom System an jene Quelle abgegebene Wärmemenge 
identisch sein mit derjenigen, welche während dieser Zeit durch die 
innern und äussern Kräfte im Systeme hervorgebracht wird. Die 
in der Gleichung (n.), d. i. in der Gleichung : 

(o.) dT+dQ + d% = (dT) A + (dQ) A 

enthaltenen einzelnen Glieder lassen sich also im vorliegenden Fall 
folgendermassen charakterisiren: 

dT und dQ die während der Zeit dt im Systeme durch die 
innern und äussern Kräfte hervorgebrachten Quantitäten 
voil lebendiger Kraft und Wärme; 
(dT) A und (dQ) A diejenigen Theile der Quantitäten dT und 
dQ, welche speciell herrühren von den äussern Kräften; 
3F eine im Allgemeinen unbekannte Funqtion, welche lediglich 
abhängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Sy- 
stemes ; 
d% das der Zeit dt entsprechende Differential von X 
Nun kann offenbar gesetzt werden: 
, . dT=(dT) A +(dT) Jf 

V1W dQ = (dQ) A + {dQ) Jy 

wo alsdann unter (dT)j und (dQ)j diejenigen Theile von dT und 
dQ 7M verstehen sind, welche speciell herrühren von den innern 
Kräften des Systemes. Hiedurch geht die Formel (o.) über in: 
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(q.) (dT)j+(dQ)j+ä% = 0, 

oder, kurzer geschrieben, in: 

(r.) '\ (dT+dQ)j=-d3; 

sodass wir also folgenden Satz erhalten: 

Siira die in einem materiellen System vorhandenen 
innern, ebenso wie die auf dasselbe einwirkenden äussern 
Kräfte, theils ordinären, theils elektrostatischen, theils 
elektrodynamischen Ursprungs, und denkt man sich das 
System (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter 
Temperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum leben- 
diger Kraft und Wärme, welches im Systeme während der 
Zeit dt, speciell in Folge der innern Kräfte, sich entwickelt, 
immer das vollständige Differential irgend einer Function 
sein, welche lediglich abhängt von der augenblicklichen 
Beschaffenheit des Systemes. 

Da die innern Kräfte theils ord. , theils eist. , theils eldy. Ursprungs 
sind, so zerfällt das Quantum {dT-\-dQ)j in drei entsprechende Theile; 
so dass die Formel (r.) die Gestalt annimmt: 

(S.) (tfT)j f o*LU. + (dT + dQ)j, elst .jj s + (^+^eldy.Us — — d% 

Aus früheren Untersuchungen ergeben sich aber die Relationen *) : 

/i x (ßT\ ord. Us = — dO, 

W (dT+dQ)j, elst . Vß =-dU, 

wo das ordinäre, und U das elektrostatische Potential des gegebenen 
Systemes auf sich selber bezeichnet. .Aus (s.) und (t.) folgt sofort: 

(u.) (dT + dQ)j, eidy. us = - d (3 - — CT); 

in Worten ausgedrückt: 

Sind die in einem materiellen System vorhandenen in- 
nern, ebenso wie die auf dasselbe einwirkenden äussern 
Kräfte, theils ordinären, theils elektrostatischen, theils 
elektrodynamischen Ursprungs, und denkjt man sich das Sy- - 
stem (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter 
Temperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum lebendi- 
gerKraft undWärme, welches im Systeme während der Zeit 
dt, speciell in Folge der innern elektrodynamischen Kräfte, 
sich entwickelt, immer das vollständige Differential irgend 
eirfer Function sein, welche lediglich abhä.ngt von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des S'ystemes. 

Hiedurch ist die im vorhergehenden §. [in (A.) pag. 133] aufge- 
stellte Behauptung gerechtfertigt. 

*) In der That sind die Formeln (t.), abgesehen von einer etwas andern Be- 
zeichnungsweise, identisch mit den Formeln (31.) pag. 24 und (61.) pag. 32. 
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§• 23« Weitere Erforschung des Element argesetzes , gestützt auf das 
¥• Neumann'sche Integralgesetz« 

Die Annahme, dass das genannte Integral ge%etz immer gültig 
ist/ sobald nur die Ströme gleichförmig, und Gleitstelle# nicht 
vorhanden sind, bildet den Inhalt unserer vierten Hypothese (pag. 1T3); 
und diese vierte Hypothese, von welcher bisher noch kein Gebrauch 
gemacht wurde, soll nun herangezogen werden, um Aufschluss zu ge- 
winnen über die in unserem Elementargesetz (pag. 133) noch enthal- 
tenen unbekannten Functionen g>, «, 6. 

Auf ein aus zwei starren und homogenen*) Drahtringen A 
und B bestehendes System mögen von Aussen her beliebig gegebene 
Kräfte einwirken , nämlich Kräfte , welche theils ordinären , theils elek- 
trostatischen, theils elektrodynamischen Ursprungs sind. Es sollen die- 
jenigen räumlichen Bewegungen und elektrischen Vorgänge in Betracht 
gezogen werden, welche das System in Folge dieser äussern Kräfte 
und in Folge der gleichzeitig vorhandenen inneren Kräfte von Augen- 
blick zu Augenblick darbieten wird. 

Dabei sei vorausgesetzt, der Anfangszustand des Systemes und 
jene gegebenen äussern Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass 
die in den Ringen A und B entstehenden elektrischen Ströme J und 
J, fortdauernd als gleichförmig**) angesehen werden dürfen. 

Sind Ds , Dsj irgend zwei respective zu A und B gehörige 
Elemente, haben ferner r, O in Q l7 E dieselben Bedeutungen wie im 
Ampe reichen Gesetz, und bedienen wir uns endlich der schon früher 
gebrauchten Abkürzungen : 

■"--"■(£)>!».. 

Q = (ö © () 1 + , äE, 

so besitzt das elektrodynamische Potential P der beiden Binge auf- 
einander den Werth: 

(35.) P=J Q J l .Q = J J t . EE Ds Ds, TT, 

(vergl. pag. 56); ferner wird alsdann die von zwei Elementen Ds , Ds ( 
auf einander ausgeübte ponderomotorische Kraft eldy. Us B dargestellt 
sein durch: 
(36.) B = J Q J l Ds Q Ds i P, 



*) Vergl. die Bemerkung auf pag. 34. 
**) Vergl. die Note pag. 97. 
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(vergl. pag. 44) ; endlich wird alsdann die von Ds i während der Zeit 
dt in Ds hervorgerufene elektromotorische Kraft eldy. Us ©q 1 dt sich 
ausdrücken durch: 

(37.) Wdt = 9, Ds t WQ-Pjr),±g( 2 e»Jgi=giJ^ + (dJ,) Ds, Q, 

(vergl. pag. 133), wo mit d diejenigen Veränderungen bezeichnet sind, 
welche während der Zeit dt stattfinden. 

Die in den Ringen A } B vorhandenen Stromstärken J 0} J Y sind 
nach unserer Voraussetzung gleichförmig; somit können auf diese 
Ringe in Anwendung gebracht werden die von meinem Vater aufge- 
stellten Integralgesetze, das ponderomo torische, und das elektromo- 
torische. Ersteres findet [vergl. (52. g), pag. 55] seinen Ausdruck in 
der Formel: 

(38.) 2727 (R dr) = — J J t dQ, 

welche mit Rücksicht auf (36.) auch so geschrieben werden kann : 

(39.) ' J Q J X . 2727 (Ds Ds, P dr) = - J J x dQ, 

wo Q die in (35.) genannte Bedeutung besitzt. Letzteres, welches 
den Gegenstand unserer vierten Hypothese (pag. 113) ausmacht, drückt 
sich aus durch die Gleichung: 

(40. a) (2727 Bs Q ® >) dt = d (J t Q), 

und durch die mit dieser parallel stehende Gleichung: 
(40. b) (2727 J)s l (V) dt = d (J Q). 

Durch Substitution des Werthes (37.) in (40. a) folgt: 
J, . 22 Ds, D Sll (rfQ-P^j+jgjgy^-e,-^) 

+ (dJ t ) . 22 Ds Ds t Q = d (jr t Q), 
oder (was dasselbe ist): 

T T d(22Ds Ds,Q) — 22 D$ ~Ds l Pdr+ 22 DsaDSieiBode-.— Q,de ) 
«Vi - - 2 ~ "" 

+ J (dJ t ) . 22 Ds Ds, Q = J d (J t Q), 

oder mit Rücksicht auf (39.): 

M a s T T d{22 Ds n I)s i Q) + dQ+22 Ds ü Ds 1 ö(0 o de 1 -e i rf0 o ) 
(*i.a; e/ «/j : g- 

+ J {dJ t ) . 22 Ds Ds, Q -o J d (J, Q). 
In analoger Weise folgt offenbar aus (40. b): 

(4i. b ) jj d ( £S DgjDgig)+jg+gg DgoD gi tf(e 1 t?e„-e n< fe,) 

+ J, (rfJp) . 27.E Ds Ds t Q = Jt d J Q). 

Digitized by VjOOQlC 
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Durch Addition von (41. a) und (41. b) ergiebt sich: 

J Q J X .d(22 Vs Ds t Q) + J J X dQ 

+ d (J Q J X ) . 22 Ds Dsj Q = d (J Q J X Q). + J J, dQ, 

oder (was dasselbe ist): 

(42.) d (J J X . 22 Ds Ds, Q) = d (J J, Q). 

Hieraus aber folgt durch Integration: 

J Q J x . 22 Ds Ds, Q = J J x Q+C 
oder ein wenig anders geschrieben: 

(43.) J J % [(22 Ds {) Ds, Q) - Q) = C, ' 

wo G eine Constante, nämlich eine Grösse vorstellt, welche wäh- 
rend der betrachteten Bewegung des Systemes A, B beständig ein und 
denselben Werth behält. 

Bei den hier durchgeführten Betrachtungen und Rechnungen sind 
die auf das System A, B von Aussen her einwirkenden (theils ordi- 
nären theils elektrischen) Kräfte innerhalb eines gewissen Spielraums 
willkührlich gelassen. Dieser Spielraum determinirt sich durch die 
bei unseren Betrachtungen und Rechnungen benutzte Voraussetzung, 
jene Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass die in den Ringen 
A,B vorhandenen Stromstärken J" , J x fortdauernd als gleichför- 
mig angesehen werden dürfen. Denken wir uns also jene äusseren 
Kräfte, ohne Ueberschreitung dieses Spielraums, von Augenblick zu 
Augenblick in willkührl icher Weise abgeändert, so wird trotzdem 
die Differentialgleichung (42.) gültig bleiben von Zeitelement zu Zeit- 
element, und folglich die in der Integralgleichung (43.) enthaltene 
Constante C beständig ein und dieselbe bleiben. 

Mit Rücksicht hierauf ist es leicht, einerseits den wirklichen 
Werth der Constanten O zu ermitteln, und andererseits auch denjenigen 
Werth zu finden, welchen der offenbar nur von geometrischen 
Verhältnissen abhängende Ausdruck 

(44.) f=(22 Ds Ds l Q)~Q 

annimmt für eine beliebig gegebene specielle Lage des Systemes 
A, J5, z. B. für seine Anfangslage. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die auf das System einwirken- 
den äusseren ordinären Kräfte der Art regulirt, dass das System 
in dieser Anfangslage fortdauernd, ins Unendliche hin, festgehalten 
wird. Gleichzeitig denken wir uns äussere elektrische Kräfte in 
Anwendung gebracht, welche eine gewisse Zeit hindurch gleich- 
förmige elektrische Ströme J , J x in den Ringen hervorrufen, all- 
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mahlig aber erlöschen, so dass schliesslich J , J, ebenfalls zu Null 
herabsinken. Bringen wir nun auf diese Vorgänge die Gleichung (43.), 
d.i. die Gleichung: 

(45.) J J x f— C 

in Anwendung, so folgt, mit Rücksicht auf das schliessliche Nullwer- 
den von J Q} J t , sofort, dass C ebenfalls Null ist. Die Constante C 
ist aber während der betrachteten Vorgänge beständig ein und die- 
selbe, folglich fortdauernd Null; sodass sich also aus (45.) die Formel 
ergiebt: 

(46.) . J Jtf=0, 

als gültig im ganzen Verlauf der betrachteten Vorgänge. Eine gewisse 
Zeit lang hatten aber J , J x von Null verschiedene Werthe. Somit 
folgt aus der Formel (46.), dass der Ausdruck f für die gegebene spe- 
cielle Lage des Systems nothwendig Null ist. 

Jene specielle Lage ist aber identisch mit der willkührlich ge- 
gebenen Anfangslage. Somit ergiebt sich, dass der Ausdruck f 
Null ist für jede beliebige Lage des Systemes. 

Der Ausdruck f (44.) kann mit Rücksicht auf (35.) so "dargestellt 
werden: 

(47.) f = SS Ds B* t (Q — TT) , 

also mit Rücksicht auf (34.) 'auch so: 

(48.) /•= SS Ds D«, {[» + 4^(^)] 6 e, 4- ä E J ; 

und dieser Ausdruck f muss also, wie wir eben gesehen haben, für die 
beiden Ringe A und B jederzeit verschwinden, welche rela- 
tive Lage, und welche Gestalt die beiden Ringe auch immer 
haben mögen. Hieraus aber Qjgiebt sich durch Anwendung eines 

früher (pag. 05) gefundenen Satzes, dass die Functionen oj, ca mit 
einander verknüpft sein müssen durch die Relation: 



(49.) .. + <*<»)' - r * 



Aus dem Verschwinden des Ausdruckes f folgt ferner, mit Rück- 
blick auf (44.), die Gleichung: 

(50.) Q = 22 Ds Ds t Q. 

Durch Substitution dieses Werthes von Q in (35.) folgt weiter: 

(51.) P = Jo J, . 22 T>s Ds, Q = J J t . 22 Ds Ds, n. 
Aus (49.) und (51.) folgt endlich der Satz: 

Neumann, die elektrischen Kräfte. 10 
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Unter Anwendung der Abkürzungen 

(52. a) n--4^(g) a e.e lf . 

kann das elektrodynamische Potential P zweier gleichför- 
miger Stromringe aufeinander nach Belieben dargestellt 
werden durch die eine oder andere der beiden Formeln 

«SM P=J,J X .ZZ D* D 5l TT, 

(oj.dj P=J J i .ZJZJ Ds D Sl Q. 

Dabei sind unter r, O , 0,, E dieselben Grössen zu verstehen, 
wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44) ; andererseits unter 

o ; cj zwei lediglich von r abhängende Functionen, welche 
durch die Relation 



(52.c) • U + 4 Ä * (*+)*- r 



da 
d r 



mit einander verknüpft, im Uebrigen aber noch unbekannt 
sind*). 



*) Dass die beiden in (52. b) angegebenen Integrale: 

SS Ds Ds, TT und ^2 D« ö Ds,Q 

von gleichem Werthe sind, lässfc sich übrigens noch auf anderem Wege dar- 
thun, nämlich nachweisen auf Grund der Relation (52, c). 
Nach (52. a) ist 

n-fl — [. + 4A.g«) , ]e e l -SE, 

hieraus folgt mit Rücksicht auf jene Relation (52. c): 

n-ß = -^e„e,-!iE ) 

. da d r d r , ii (d r d r , d'r \ ' . 

d8 n ds t ' V ' dr' ds ds t 

.ii d*r , d((or) d r d r 

~~ ttor ds ds t "+■ dr ds ds x ' 

Setzt man also für den Augenblick: fmr dr === X, so folgt: 

TT - Ö = + =f£- • ' 
os dsi 

Hieraus aber ergiebt sich sofort: 

SS Ds Ds, (TT — ß) = 0, w. z. z. w. 
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Nach einem früheren Satze (pag. .131) ist das elektrodynamische 
Postulat irgend zweier Stromelemente J^ Ds und J { Ds, dargestellt 
durch den Ausdruck: 

(— l)J" j; D^D^O. 

Das elektrodynamische Postulat zweier gleichförmiger Stromringe auf 
einander besitzt daher den Werth 

(— l)JoJi .22 Ds Ds t Q, 

und ist also, abgesehen vom Factor ( — 1) identisch mit dem Potentiale 
P (52. b). 

Somit wird in unmittelbarem Anschluss an (52. a, b, c) 
hinzuzufügen sein, dass das elektrodynamische Postulat 
irgend zweier Stromelemente JqDs , J l Ds l den Werth hat: 

(52. d) (— 1) J J L Ds Ds, Q, 

und ferner, dass für zwei gleichförmige Stromringe das 
elektrodynamische Postulat, abgesehen vom Vorzeichen, 
identisch ist mit dem elektrodynamischen Potential. 

Aus den hier durchgeführten Untersuchungen scheinen sich, wenn 
wir auf frühere Formeln, z. B. (41. a): 

T T d (22 Ds Ds t Q) + dQ + 22 Ds Ds { a (0 O df0, — 0, dOJ 

+ J Q (dJ x ) . 22 Ds Ds, Q = J d (J x Q) 

zurückgreifen, noch weitere Aufschlüsse zu ergeben. Unterdrückt man 
nämlich hier den gemeinschaftlichen Factor J~ , und substituirt man 
gleichzeitig für £2 Ds Ds, Q den in (50.) gefundenen Werth Q, so 
folgt: 

+ (dJ 1 )Q = d(J i Q), 
oder was dasselbe ist : 

(53.) ZJ2T)s Ds i ö(6 de i — 6 l dQ )=0. 

Auf den ersten Blick scheint diese Gleichung (53.), welche, ihrer 
Ableitung nach, gültig ist für zwei beliebige und in beliebigen Be- 
wegungen begriffene Ringe, geeignet, uns nähere Auskunft zu geben 
über die Beschaffenheit der von r abhängenden Function ö. Doch ist 
das leider nicht der Fall. In der That soll im folgenden §. gezeigt 
werden, dass der durch (53.) gestellten Anforderung entsprochen 
wird, wenn jnan für 6 eine völlig willkührliche Function von r 
einsetzt. Es bleibt somit diese Function <r, trotz jener Gleichung (53.), 
uns völlig unbekannt. 

10* 
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In Betreff der gesuchten elektromotorischen Kraft @ l dt sind 
wir daher durch die Betrachtungen des gegenwärtigen §. nur äusserst 
wenig weiter gelangt. 

Soll zusammengestellt werden, was in Betreff der elek- 
tromotorischen Kraft, 

(54. a) ® *dt 

bis jetzt ermittelt worden ist, so wird Wort für Wort zu 
wiederholen sein, was bereits früher (pag. 133) gesagt wurde, 
und nur noch hinzuzufügen sein, dass zwischen den 

Functionen ca, g> die Relation stattfindet; 

(^y . + «.(£)•-,£, 

und dass der Ausdruck Q = co O 0, + cd E, multiplicirt mit 
( — 1) Ds Ds, e7 e7j, das elektrodynamische Postulat der be- 
trachteten Stromelemente J Ds und J, Ds, repräsentirt. 



§. 24. Betrachtungen zur Ergänzung des Vorhergehenden. 

Es soll hier der Beweis geliefert werden für die ausgesprochene 
Behauptung, dass der Gleichung (53.) Genüge geschieht, wenn man 
in ihr für a eine völlig willkührliche Function. von r einsetzt. 

Gehören die Puncte (#„, y n , £ ) und (% X7 y\,Zf) zwei Ringen an, 
welche ohne Gleitstellen, jedoch biegsam sind, und ihrer Lage und 
Gestalt nach von Augenblick zu Augenblick sich ändern, so werden 
die Coordinaten jener beiden Puncte in folgender Weise darstellbar 
sein : 

x = k(s ,t), ^=-A (s l} t), 

(55.) y = p (s e , t) , y, = M (*,,*) , 

2« = v (ß ,t), 8 X = N(5 I7 0; 

wo 5 , s, die Bogenlängen der beiden Puncte sind, und t die Zeit be- 
zeichnet. Diesen Darstellungen entsprechend, sind die Formeln zu 
bemerken: ' 

d r * _ _ d_r 

V '~ »*.' 

wo r, O , 8, dieselben Grössen sein sollen, wie im Ampere'schen 
Gesetz (pag. 44). 

Zur Untersuchung sei nun vorgelegt das über die beiden Ringe 
ausgedehnte Integral: 

(57.) K^XE Ds Ds, U (0 O tf 9, - 9, dO ) 

wo U eine beliebige Function von r vorstellen mag, und J8 , d0, 



(56.) e. -+■-£, e, — g- 
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die dem Zeitelement dt entsprechenden Aenderungen von O , 0,- be- 
zeichnen sollen. Dieses Integral K kann mit Rücksicht auf (55.), 
(56.) auch so geschrieben werden: 

(58.) K = ät . ZZ Ds D,, U (- £ ^ + \l |^) , - 

dV 
oder, wenn fUdr = F, mithin U= ^- gesetzt wird, auch so: 

Nun findet aber, weil U, V lediglich Functionen von r sein sollen, 
die identische Gleichung statt: 



dV d 2 r 



dV d 2 r = __ d__ /dV dr\ d_ (dV dr\ 
+ ds x ds {) dt ~ ds x \ds dt) + ds W x dt) 



ds ds { dt 

Somit folgt aus (59.): 

(60.) K = 0, 

w. z. b. w. 

§• 25. Betrachtung von Stromringeu , welche behaftet sind mit 
sogenannten Oleitstellen. 

Es seien gegeben zwei mit Gleitstellen behaftete Ringe A und B, 
die in irgend welchen Bewegungen begriffen und von elektrischen 
Strömen durchflössen sind. Doch mögen die Ströme als gleich- 
förmig vorausgesetzt werden. 

Die zur Zeit t im Ringe A vorhandenen Elemente mögen mit Ds 
benannt sein, und andererseits mögen diejenigen Elemente, welche 
während des Zeitelementes dt in den Ring A eintreten- oder aus ihm 
ausscheiden, in dem früher angegebenen collectiven Sinne (pag. 65) 
mit As bezeichnet sein. Analoge Bedeutungen mögen Ds i und As { 
besitzen für den Ring JB. 

Zur Vereinfachung wollen wir vorläufig annehmen, dass die 
Elemente As und As l sämmtlich positiv sind, dass also während 
der Zeit dt in beiden Ringen nur eintretende, nicht aber ausschei- 
dende Elemente vorhanden sind. 

Die elektromotorische Kraft eldy. Us: (5* J tf£, welche Ds, während 
der Zeit dt in irgend einem Puncte von Ds 0} in der Richtung von 
Ds , hervorruft, hat (pag. 148) den Werth: 

(i.) <v<*' = ^ D ^ ß ^^ <jg) 

wo dJ x den der Zeit dt entsprechenden Zuwachs der Stromstärke vor- 
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stellt. Die rechter Hand beigefügte Signatur (gM mag dienen, um 
diejenigen Elemente im Auge zu behalten, auf welche die Formel sich 
bezieht. 

Die analoge Formel für die Einwirkung von As t auf Ds lautet: 

(2.) ® >dt= r ' As ' K^-r^)+ we.-e^] + ^ ^ ^ 

Dass im letzten Gliede J x zu setzen ist, unterliegt» keinem Zweifel. 
Denn As, ist ein während der Zeit dt neu eintretendes Element; 
seine Stromstärke wächst also während dieser Zeit von 
auf J, an. Fraglich aber erscheint, welcher Werth im ersten Gliede 
dem Y t beizulegen ist. 

In der früheren Formel (1.) ist es mit Bezug auf jenes erste 
Glied einerlei, ob dort J, selber, oder statt dessen J { + d J, gesetzt 
wird, also einerlei, ob daselbst der Werth der Stromstärke zu Anfang 
oder zu Ende der Zeit dt genommen wird; denn der Unterschied 
zwischen J, und J x + dJ x ist iniendlich klein. In der Formel (2.) 
hingegen scheint eine solche Verwachselung nicht gestattet, weil die 
Stromstärke in As, zu Anfang und zu Ende der Zeit dt die sehr 
verschiedenen Werthe und J { besitzt. Es fragt sich also , ob in der 
Formel (2.) für Y t der Werth 0, oder J t , oder vielleicht ein gewisser 
Mittel werth zu nehmen ist. Um rationell zu verfahren, würde die Zeit 
dt von Neuem in unendlich viele, etwa n Zeitelemente, und die Draht- 
länge As, in die n correspondirenden Elemente zu zerlegen sein, 
u. s. w. 

Glücklicherweise sind indessen solche Erörterungen nicht erforder- 
lich. Man bemerkt sofort, dass das erste Glied der Formel (2.) ver- 
schwindend klein ist gegen das zweite, dass nämlich letzteres (in 
Folge des As,) unendlich klein erster Ordnung, ersteres hingegen 
(in Folge von As, und dfQ, dr } d0 p , dQ x ) unendlich klein zweiter 
Ordnung ist. 'Somit reducirt sich die Formel (2.) auf: 

(3.) <§ *dt = J l As i Q. (£) 

Denkt man sich die Formel (1.) für sämmtliche Ds,, und die 
Formel (3.) für sämmtliche As t der Reihe nach hingestellt, so gelangt 
man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss: 

(4.) dt . * e. • = j, p. » S >W-IM + z ASl q] 

+ (d J,) S Dst Q ; 
dies also ist diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche der 
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ganze Ring B während der gegebenen Zeit dt hervorbringt in irgend 
einem Puncte von D$ , die Kraft gerechnet in der Richtung von D$ . 
Aus (4.) folgt durch Multiplication mit Ds und Summation über 
sämmtliche D$ sofort: 

(5.) ät.ss D^^w ^^^a-P^) + 2ar D , oASjQ ] 

T ee Bs.Ds^je.de,— e t d e ) , B , 

-r «\ g— ' w 

+ {dJ i ) EE Ds T>*i Q; 

dies ist diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche 
der ganze Ring B im ganzen Ringe A während der Zeit dt 
hervorbringt. Allerdings scheinen hiebei die Elemente As noch 
nicht berücksichtigt zu sein. Wollte man aber diese Elemente As 
mit in Rechnung ziehen, so würde, weil die Anzahl der As endlich 
(nämlich entsprechend der Anzahl der in A vorhandenen Gleitstellen), 
die Anzahl der D$ hingegen unendlich gross ist, zu dem in (5.) 
angegebenem Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten, welches diesem 
Ausdruck gegenüber verschwindend klein ist. 

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher vorausgesetzt, die As 
und Asj seien sämmtlich positiv. Nachträglich übersieht man leicht, 
dass die erhaltene Formel (5.) auch dann noch gültig sein wird, wenn 
die As und As, theils positiv theils negativ sind, also gültig sein 
wird, einerlei ob während der Zeit dt in jedem der beiden Ringe nur 
eintretende, oder gleichzeitig auch ausscheidende Elemente vor- 
handen sind. 



Um den Ausdruck (5.) zu vereinfachen, sei bemerkt, dass das 
elektrodynamische Potential F (vergl. pag. 146) der beiden Ringe A, B 
auf einander sich darstellen lässt durch 

\' J Q= EE D*bD* t Q; 

woraus mit Bezug auf die Zeit dt sich ergiebt: 

dP=Qd{J,J x ) + J,J x dQ, 
K } dQ = EE D* D*i<& + 22 D^A^Ö + EE A^D^Q. 

Andererseits sei bemerkt, dass nach einem früher gefundenem Satz 
[(52. g), pag. 55] die Formel stattfindet: 

/Q . , n EE Bär J Ji .EE Ds Dsj Pdr 
\P-) a{ € = tTt — = TT > 

wo B = J J X Ds () Ds l P diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Üs 
bezeichnet, welche zwei Elemente J Ds und J t D^ (nach dem Am- 



Digiti 



zedby G00gk 



152 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

pere'schen Gesetz) auf einander ausüben. Durch Addition der bei- 
derlei Werthe von dQ, in (7.) und (8.), erhält man: 

(9.) 2dQ = 22 DsoDs^dfQ— Pdr) + ZZ (Ds As { Q + As^s^)] 
oder anders geschrieben: 

(10.) J t EZ ÜSoüs^dQ-Pdr)^^ dQ ES (DsqA^Q+ASqD^ 

oder falls J t . 2J2J Ds As, Q auf beiden Seiten addirt wird: 

(ho j, pi ^y-p^) + zz D$o ASl Q ] 

- j t dQ + j x ss (Ds » As ' '; - As » Dg » Q) • 

Soviel in Betreff des Gliedes erster Zeile in (5.). 

Es handelt sich nun ferner um eine gewisse Umgestaltung des 
dortigen Gliedes zweiter Zeile. Aehnlich wie früher (pag. 58, 59) 
mag die Entfernung r zweier Elemente der Ringe A und B aufgefasst 
werden als eine Function von vier Argumenten 

5 o> r o> S iJ X \7 

der Art, dass die Zeit, je nachdem sie in den Coordinaten des zu A 
oder zu B gehörigen Elements enthalten ist, mit r oder r, bezeich- 
net, und die Bogenlänge s oder s t jedesmal längs desjenigen specia- 
len Bahnstückes gerechnet wird, dem das Element angehört. Alsdann 

(.2.) . (e.,6, - e,.9 ) - « [fl i Qt) - % , ($] , 

ö lds t ds dt ds Q ds.dü ' 

/) 7) 7i 

wo offenbar —. = - f- r— . Setzt man nun zur Abkürzung : 

dt dr ' dr { ö 

(13.) j0dr = K, * = g, 

so ergiebt sich weiter: 

= T— (— — \ — — (— — W dt 

bs \ds l d t) dSi \ds a t)\ ' 
und folglich: 

(15 } j zz Ds Dg, tf(e de,-e,de ) 

T dt __ ^ ^ rz /dXdr\ d (dkdr\\ 
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Die Integration rechter Hand kann weiter ausgeführt werden mit Hülfe 
von früher [(74. p,q) pag. 64] gefundenen Formeln; aus denselben er- 
giebt sich nämlich sofort: 

,, _ d (dl dr\ rk _ dl dr x 

ds Q Va^ av ° ; 

woraus durch Addition folgt: 

(16.a) dt . 2 — \^- —.) Ds = — E ^— ^— As 

v ' dSo KdSi dt) ° ds t ds ° 

_ dl dr dr 

'• * dids^, 80 ' 

In gleicher Weise ergiebt sich die analoge Formel: 

< l6 - b > *•*£(* SN — *^T>. 

_ dXdr dr 

* d^ ä* äi; ASl ' 

Nun ist |^ = O , ^ = — 0„ und [nach (13.)] ^ = ff. Die Por- 
mein (16.a,b) können daher auch so geschrieben werden: 

(IIa) «.JD^ßifr)-***,^, 

(17.b) «.SD., £(*£§*)-.* A*«^.' 
Durch (17.a,b) gewinnt der Ausdruck (15.) folgende Gestalt: 
(18.) J SS Ds ° Ds ' g ^ e " rf 9 ' ~ e ' ^ 

, 22 (As Ds. ff ( ,0, — Ds As, ff 0„e,) 
= Jt 2 

Endlich kann das Glied dritter Zeile in (5.), mit Bücksicht auf 
(6.), sofort in die Form gebracht werden: 

(19.) (dJ t ) 22 Ds Ds t Q = (d J,) # = <W • 



Substituirt man nun in (5.) für die einzelnen Glieder die gefun- 
denen Werthe (11.), (18.), (19.), so folgt: 

(20.a) dt. 22 Ds (y - d(J t Q) + J, ^ ( D ^~ As " Ds ' Y > , 
wo Y die Bedeutung hat: 



Digiti 



izedby G00gk 



154 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

(20. b) Y = Q — <ye e 1; 

denn Q hat den Werth ra00j-f oE ; (vergl. pag. 133). 

Das von meinem Vater (auch für den Fall von Gleitstellen) pro- 
ponirte Integralgesetz drückt sich aus durch die Formel (pag. 113): 

(21.) dt . EE Bs (So 1 = d (J, Q). 

Soll zwischen dieser und der hier gefundenen Formel (20. a) Ueber- 
einstimmung vorhanden sein, so müsste für je zwei mit Gleitstellen 
behaftete Ringe, wie dieselben auch beschaffen sein mögen, immer 
die Gleichung stattfinden: 

(«.) EE (Ds As i Y - As Ds, Y) = 0, w 

Zur Erfüllung dieser Gleichung aber ist, weil die As und As l ihrer 
Anzahl und Lage nach willkührlich sind , erforderlich und ausreichend, 
dass für eine beliebig gegebene geschlossene Curve s und für ein be- 
liebig gegebenes einzelnes Linienelement As x immer die Gleichung 
stattfindet: 

(0.) E Ds Y = 0, 

das Y bezogen gedacht einerseits auf die Elemente- Ds der Curve, 
andererseits auf jenes einzelne Element As r 

(22.) , . . . „Die Gleichung (ß.) ist also die nothwendige und aus- 
reichende Bedingung dafür, dass zwischen den beiderlei Gesetzen 
,,(20.a,b) und (21.) Uebereinstimmung stattfindet." 

Es sind die Consequenzen zu untersuchen, welche aus dieser Be- 
dingung für die Beschaffenheit von Y resultiren. — Findet die Glei- 
chung (/}.) statt für jede geschlossene Curve und jedes daneben ge- 
gebene einzelne Element, so wird auch für je zwei geschlossene Cur- 
ven s und s t beständig die Gleichung stattfinden: 

(y.) t EE DsoVstY^Q) 

und es wird folglich [nach einem früher gefundenen Satz (pag. 95)] 

der Ausdruck Y oder (ra — a) Q Q { + co E der Relation entsprechen 
müssen : 

(o.) (o — a = r -z— • 

v . dr 

Es ist also (d.) eine Folge von (/}.). Auch das Umgekehrte ist 
der Fall. Denn aus (d.) würde zunächst folgen, dass der Ausdruck 
Y sich darstellen lässt in der Form: 
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ii 



L d r d§ ds t + a \ds ds t + V ds^dsjl ' 
__ d_ ( ii ar\ 

ds V ° a v ' 

und hieraus würde weiter folgen, dass Y der Bedingung (/}.) Genüge 
leistet. Somit ist also in der That dargethan, dass auch umgekehrt 
(ß.) eine Folge von (d.) ist. 

Die beiden Bedingungen (ß.) und (d.) sind mithin untereinander 
äquivalent; und das Ergebniss (22.) kann daher auch so ausgesprochen 
werden: 

(23.) .... „Die Relation (d.) ist die nothwendige und ausreichende 
„Bedingung dafür, dass die beiderlei Gesetze (20.a,b) und (21.) mit 
„einander in Einklang sind." 

Jene Relation (d.) gewinnt aber durch Vergleichung mit einer 
früher (pag. 148) erhaltenen Relation: % 

«., . „ + 4* (£)"_,£' 

die einfachere Gestalt: 

Somit kann das Ergebniss (23.) schliesslich so ausgesprochen werden: 
Soll das von mir für die elektromotorischen Kräfte 
eldy. Us entwickelte Elementargesetz (pag. 148) auch für 
solche Stromringe, die mit Gleitstellen behaftet sind, in 
Uebereinstimmung sich befinden mit dem von meinem 
Vater aufgestellten Integralgesetz, so ist erforderlich und 
ausreichend, dass die in jenemElementargesetz auftretende 
Function den Werth besitze: 



<*> —"'6?)'. 



wo ty die in dem Ampere'schen Gesetz (pag. 44) enthaltene 
Function, und A die daselbst enthaltene Constante reprä-- 
sentiren. 

Indessen fragt es sich wohl, ob das in Rede stehende Integral- 
gesetz für den Fall von GLeitst eilen als hinlänglich constatirt be- 
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trachtet werden darf; und es soll daher vorläufig von dem für a er- 
haltenem Werthe (24.) im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden. 



Schliesslich mögen in Betracht gezogen werden diejenigen Quanti- 
täten von lebendiger Kraft und Wärme , welche sich in den beiden mit 
Gleitstellen behafteten Ringen A und B während des Zeitelementes dt 
entwickeln in Folge ihrer gegenseitigen Kräfte eldy. Us. Wir bedienen 
uns dabei der früher (pag. 67 und 105) gefundenen Formeln *) : 

(25.) (dTj* + tfl^eldy.U. e7o J t dQ , 

(26.) (dQjflw u- = J dt. U2J © * Bs . 

Substituirt man in letzterer für die rechte Seite den gefundenen Werth 
(20. a), so ergiebt sich: 

(27.a) {dQfa.v.-MJM+M ZL (P*oA3,Y-As D g ,Y) . 

In gleicher Weise gilt offenbar umgekehrt für die Wirkung von A 
auf B die analoge Formel: 

(27.) WW,. = WJ.Q) + J,J t gg OW-As.D^Y) . 

und durch Addition von (27.a) ; (27. b) folgt sofort: 
(28.) {dQ Ä * + dQg*)w us = e7o d (J t Q) +. J, d (J Q) , 

=ß(J,J,Q) + J Q J i dQ. 

Endlich folgt aus (25.) und (28.): 
(29.) (d T A * + AT* + dQ A * + dQ ß A ) eldy . VB = d {J J, Q), 

oder, indem man für Q den Werth (6.) substituirt: 

(30.) (dT A *+dTs*+dQ^+dQs*)w.v* = dWi-22 Ds D 5l Q]. 
Diese Formel (30.) enthält nichts Neues; sie hätte bequemer erhalten 
werden können direct auf Grund der Bedeutung von Q. Denn der 
Ausdruck 

(— 1) J Ds J { D Sl Q 

repräsentirt das elektrodynamische Postulat zweier Stromelemente 
J Ds und J x Ds i (vergl. pag. 147). — In der That sind die Rech- 
nungen (25.) bis (30.) nur angestellt worden, um eine gewisse Con- 
trole zu erhalten für die früheren Formeln dieses §. 



*) Dass die ers.te dieser Formeln auch für den Fall von Gleitstellen 
gültig ist, geht aus den betreffenden Erörterungen (pag. 67) deutlich hervor. 
Andererseits aber erkennt man leicht in directer Weise, dass Gleiches auch 
gilt von der zweiten Formel. 
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Fünfter Abschnitt. 

Ueber die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung 

zwischen zwei körperlichen Leitern, welche durchflössen 

sind von elektrischen Strömen. 

Die Betrachtungen dieses Abschnitts haben zu ihrer Basis das Ainpere'sche 

Elementargesetz'. Sie werden hinleiten zu einer gewissen Erweiterung des von 

P. Neumann speciell für lineare Leiter (nämlich für lineare elektrische 

Stromringe) aufgestellten Integralgesetzes. 



§. 26. Betrachtung des allgemeinen Falles, dass die elektrischen Strö- 
mungen im Innern der beiden Körper beliebig gegeben" sind« 

Zwei starre Körper A und B seien begriffen in irgend welchen 
Bewegungen, uud gleichzeitig mögen im Innern eines jeden irgend 
welche elektrische Vorgänge stattfinden. Wir stellen uns die Aufgabe, 
diejenige ponderomotorische Arbeit eldy. Us 

(1.) (dlVOeldy.Us 

zu berechnen , welche B während der Zeit dt ausübt auf A. 
Es seien 

m {) und m x irgend zwei ponderable Massenpuncte der Körper 

A und 2?; 
r die gegenseitige Entfernung dieser Puncte m Q und m i ) 

x o> Vi)* o un d x \> V\> z \ ih re Coordinaten in Bezug auf ein 
absolut festes Axensystem; 

Xo ; t)o> h un< * h> 9i; h ih re Coordinaten in Bezug auf zwei 
Axensysteme, von denen das eine mit A 7 das andere mit 
B in starrer Verbindung sich befindet; 

i und i { die Stärken der in m und m i zur Zeit t vorhande- 
nen elektrischen Strömungen; 



Digiti 



zedby G00gk 



158 Die ponderomotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

s Q und s t zwei von w und m, ausgehende Linien, welche 
die augenblicklichen*) Richtungen dieser Strömungen 
andeuten; 

u , fc , to Q und u 1; d 1; \v { die Componenten von i und i if ge- 
nommen nach den mit A und B verbundenen Axen- 
systemen ; 

D v und D v t zwei bei m und m i abgegrenzte Volumelemente 
der Körper A und B] dabei soll Dv von solcher Kleinheit 
sein, dass zur Zeit t die elektrische Strömung in allen 
Puncten von Dv einerlei Stärke und einerlei Richtung hat; 
Analoges soll gelten von Dv,.' 

Die Zeit t mag ; jenachdem sie Argument der Bewegungen der 
ponderablen Massen, oder Argument der innern elektrischen 
Bewegungen ist, verschieden bezeichnet sein, im erstem Falle mit r, 
im letztern mit T; ausserdem mögen diese Argumente r, T ihrerseits 
specieller benannt sein mit r , T oder r X9 T\ 7 jenachdem sie zugehörig 
sind dem Körper A oder B. 

Sind 

yo = C' 2 +C" Vo +C>%+C™ io , y x =D^+D^ h + I)^ l +D^ i7 

*0=C*+C"V Q +C^+C™ io , Z, =2)^+1)31^ + 1)32^+^33^ 

diejenigen Relationen, durch welche die beiderlei Coordinaten von m , 
ebenso die beiderlei Coordinaten von m x mit einander zusammenhängen, 
so werden die Coefficienten G und D, weil die beiden Körper in 
irgend welchen Bewegungen begriffen sind, Functionen der Zeit sein; 
und zwar wird diese Zeit (entsprechend den eben getroffenen Fest- 
setzungen) als Argument der C mit t , als Argument der D mit r t 
zu bezeichnen sein; so dass also jene Relationen (2.) in collectiver 
Weise angedeutet werden können durch: 

(3.a) x , y , Q = X (y , t) , j , r ), x l} y u z t = A fo, t) 1; j 1; *,); 

während andererseits die in m und m 1 vorhandenen Strömungscom- 
ponenten u , t) , U) und U 1; v,, u>j in collectiver Weise darstellbar sind 
durch : « 

(3.b) u , t> ", n> — 5 (r , 9 , So, T ), u n * lf tt> t = E fo/ty, äu T t ). 



*) Die Richtungen der in m und Wj vorhandenen elektrischen Strömungen 
i und «| werden sich (ebenso wie ihre Intensitäten) im Allgemeinen von Augen- 
blick zu Augenblick ändern; und es sollen also s und s t diejenigen Richtungen 
sein, welche diese Strömungen haben speciell für den einzelnen Zeitaugen- 
blick t. 
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Solches festgesetzt, wird die gegenseitige Entfernung r der beiden 
Puncte m Q und m t eine Function sein ; deren Charakter angedeutet 
werden kann durch das Schema: 

-(#o> Vo f *o) (h> 9o> So; *o) 

(3.c) _T 

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Coordinaten # , y 0} z Q> 
x \) Vi> *\\ un( * diese ihrerseits sind abhängig von den acht Argumen- 
ten Vq) *)o> äo» r o> ?i; *)i; $1; r i • 

Absichtlich sind die Bezeichnungen (3.a,b,c) so viel wie möglich 
übereinstimmend mit denen gemacht, die früher [in (43.a,b,c) pa£. 
50, 51] bei der Betrachtung linearer Körper zur Anwendung kamen. 
Im Anschluss an diese Bezeichnungen mögen ausserdem noch die Cha- 
rakteristiken eingeführt werden: 

( 3. d) * , ""^"/'V Sl== A dt ' Ö = Ö0+ *" 

A = ^dt, A^^rdt, A = A + A„ d = $ + & 

Die augenblicklichen Richtungen der in m , m t vorhandenen 
Strömungen i , i t sind s , s, genannt worden. Demgemäss können 

r- , — als Symbole gebraucht werden zur Andeutung folgender 

vSq OS* 

Operationen : 

(4.) 






denn es ist zu beachten, dass -4 7 -2- 9 -.- die Richtungscosinus von 

H h h 
% oder s repräsentiren in Bezug auf das mit dem Körper A starr 

verbundene Axensystem, und dass -r-, -^, -r 1 die analoge Bedeu- 
tung haben für i x oder s x in Bezug auf das mit B verbundene Axen- 
system. 



Sind r und r -f- dr die den Zeiten t und £ + dt entsprechenden 
Werthe der gegenseitigen Entfernung zwischen m und m X} so ist 
nach (3.c): 



(5.) d r- d * dt + *£**> 
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Die zu berechnende Arbeit (1.) drückt sich daher aus durch: 

(6.) (dIVWu. = 22 (ü^ dt) = dt.2Z (U ?£) , 

wo B diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Us repräsentirt, welche 
Dv, auf Dv ausübt, und die Summation sich ausdehnt über sämmt- 
liche Volumelemente von B und A. 

Um zunächst B zu bestimmen, mögen die unendlich kleinen Vo- 
lumina Dv und Dv, zerlegt werden in Elemente zweiter Ordnung, 
und zwar in lauter prismatische Elemente, parallel zu s und s,, d.i. 
zu i und i v Die ponderomotorische Kraft eldy. Us, mit welcher zwei 
solche Prismata auf einander einwirken, hat nach dem Ampe reichen 
Gesetz (pag. 44) den Werth : 

(7.) /.Dv^D^P, wo P = 8^g^ ( , 

wo Ds , Ds, die Längen der beiden Prismata und J Q , J x ihre Strom- 
stärken vorstellen. Nun ist aber, falls man die Querschnitte dieser 
Prismata mit q Q , q { bezeichnet, J = io<lo, J\=i\<lf Somit kann 
der Ausdruck (7.) auch so dargestellt werden : 

tö«o D *o-*i q x Ds, . P. 
Die eigentlich gesuchte von Dv, auf Dv ausgeübte Kraft B ergiebt 
sich hieraus durch Summation über sämmtliche in Dv, und Dv 
enthaltenen Prismata. Die Volumina Dv und Dv, sind aber unend- 
lich klein; und es haben dahejr i und i l; und ebenso auch P für 
all' jene Prismata einerlei Werthe. Somit folgt: 

B = i (Zq Ds <i yi l (ZJq l Ds l ).P, 
d. i. 

(8.)i? = r o DT a .i 1 Dv 1 .P = i o Dv o .t I Dv ) .8^^^0-- 
Durch Substitution dieses Werthes in (6.) erhält man sofort: 

(9.) (rfZVWu. = dt.ZJZ Dv Dv, (i i { P d -l)=dt. 4.1% 
wo K die Bedeutung hat: 

.(10.) .-«.»^(«.lU^. 

Es handelt sich nun um die Berechnung dieses Doppelintegrals K. 

Für die Function # oder ^(r) ergeben sich, mit Rücksicht auf 
(4.), die Formeln : 

zun .8* dt , df , d*l> 

(11 - b) ^ 'ä^ = ^ u '+aT 1 tol+ ^ n,1 • 
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Sodann folgt aus (ll.a) durch Ableitung nach s, und Multiplication 
mit i, : 






Diese Formeln (ll.a ; b,c) mögen in abgekürzter Weise angedeutet 
sein durch : 



wo alsdann unter @ ft eine Summation über Pr J j, ä?Y, andererseits 

W VUj, Uoi Ivo/ 

unter ©, eine Summation über (*»' 5 ,f lO z u verstehen ist. 
Aus (12. c) folgt durch Multiplication mit 2^: 

(13 - } ^ • 2 ^ ^^ = ©o©! (Hott, . 2 - ^_) • 

Zufolge (3.a,b,c) sind jr , t) , j , r , ^, t) u j u r t diejenigen acht co- 
ordinirten Argumente, von welchen die Entfernung r, mithin auch 
die Function ty = if> (r) in letzter Instanz abhängt. Bei mehrfacher 
Differentiation nach diesen acht Argumenten wird daher das Resultat 
unabhängig sein von der Reihenfolge. Somit ist identisch: 

1 *' dt d? dn ~ i>U \0*o d*J + Hi \dt Q ftj dr Q \dj: d Vi ) ; 



sä 


, du d v 


2*0 


+ H~W 


igen haben: 








d^W 







(15.) 



Durch (14.) geht die Formel (13.) über in: 

Neu mann, die elektrischen Kräfte. 11 
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( ,6 -)v-. 2 L>-0 s ,- s ' s '["-"'6f! + ^)]-4 (s - s ' ( "-"" )|1 

und durch Substitution dieses Werthes (16.) ergiebt sich für das zu 
berechnende Doppelintegral K (10.) folgende Darstellung: 

(17.) k-A + M-£ # , 

wo A, M, N die Werthe haben : ' * 

A = SS Dv Dv, [©„©, (u u, |i)] , 

(18.) M = SS Dv Dv, [©„©, (« «, |£)] , 

H = SS Dt, D.y, [So©, (Uo «,»)]. 
Um zunächst A näher zu bestimmen, sei bemerkt, dass 

(19.) «„ (»ou, aT J = Ml (u a - + t a - + h> ^j, 

-«.[f-^+-)-*(a+-)]- 

Multiplicirt man diese Formel mit Dv , und integrirt sodann über 
sämmtliche Volumelemente des Körpers A T so ergiebt sich in bekann- 
ter Weise: 

(20.) S D v [©„ (u flUl |£)] - ^ Do (A F oUl ) + JE Dv (A £,«,) , 
wo 1? 0; -F die Bedeutungen haben: 

(2i.) jC/ °~ b^+afc" 1 " io J' 

Fo = — [Uo cos (2V , r ) + t> cos (N , i) ) + tt> cos (2V , j )]. 

Dabei ist unter Do irgend ein Element der Oberfläche von A, und 
unter N die auf Do errichtete innere Normale zu verstehen. Aus 
(20.) folgt, wenn man für A seine eigentliche Bedeutung (15.) sub- 
stituirt : 

(22.) £ D,„[e„(u„»,|i)]- £ ^^.?|| F *u,) 

+ *»>(*%%*)■ 

Hieraus folgt weiter durch Ausführung der Summation @j und mit 
Rücksicht auf (12.b): 
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Hieraus aber folgt endlich durch Multiplication mit Dv l; und Inte- 
gration über das ganze Volumen von B: 

m A-^D. Dv, (*.|*J*<.)+«DM*,«*gO- 
In analoger Weise wird offenbar: 

(25.) M-J* D„, Dv (,, « g ,„) + ES Dv, D,. ( £ , §| f| fc). 

Ausserdem ergiebt sich für N (18.), mit Rücksicht auf die eingeführte 
Bezeichnungsweise (12.a,b,c), ohne weitere Rechnung der Werth : 

(26.) N_ M D,.D„g4, »*«.*,). 

Aus (9.) und (17.) folgt durch Substitution der' Werthe (24.), 
(25.), (26.) sofort: 

(27.) (dIWy.ue = <« - -£2 (*»&▼. . », Dv, . P ^-) = # . 4^ J K, 
und zwar: 
(28.) iA'Y—iA'.EE [(F»D...gj,D,, + f,D», •||«» D '»)||] 

-«^•"CJ^vJ-J',»',)], 

wo die Sumniationen'Z'JE theils auf die Volumelemente Dv, theils auf 
die Oberiächenelemente Do sich beziehen. 

Unter Anwendung der in (3.d) genannten Charakteristiken 

(29.) d , d,, A , A,, 

kann das in (27.), (28.) enthaltene Resultat ein wenig einfacher so 
ausgedrückt werden : 

Wie beschaffen die Bewegungen der Körper A, B, und 
die im Innern derselben vorhandenen elektrischen Strö- 
mungszustände auch sein mögen, immer wird die vom Kör- 
per B während der Zeit dt auf den Körper A vermöge der 
ponderomotorischen Kräfte eldy. Us ausgeübte Arbeit 

(30. a) (rfaVOeidy.u. = 22 («o Dv . h Dv, . P d r) 

darstellbar sein durch die Formel: 

11* 
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(ßO.b) (W/) %UI = AA->2Z [(.F Do„ .|^», Dv, + F, Do, .^i Dt,)*,*] 
+ 4A*££ [(jS? Dv .||, 1 Dy J + B 1 Dr l .||i DT,)*,*] 

wo die Integration 2727 sich hinerstreckt theils über die 
Volumelemente Dv ü; Dv, der Körper A, B, theils über ihre 
Oberflächenelemente Do , Do,. Dabei sind E , E x und F Q1 
F x zur Abkürzung gesetzt für die Ausdrücke: 

F _ _ RH« J- ?$° -1- ^1 

-Fo = — f u o cos (#o> V ) + % cos (2V , t) ) + » cos (iVo, Jo )], 
- -Fi = - [u t cos (N^n) + Di cos (JV 1? \) t ) + U), cos (2V 1? j,)], 

wo JT die innere Normale der Oberfläche von A 7 und N { 
die innere Normale der Oberfläche von B vorstellt. 

Es leuchtet ein, dass dieser Satz nicht nur gültig ist 
für die Körper A, B selber, sondern auch für beliebige 
Theile derselben. 



§• 27. Fortsetzung. Betrachtung des speciellen Falles, dass die iu jedem 

Körper vorhandenen Strömungen im Innern gleichförmig und an der 

Oberfläche tangential sind. 

Der elektrische Strömungszustand im Innern eines Körpers wird 
gleichförmig zu nennen sein, falls überall die Bedingung erfüllt ist: 

(31) ^+^+^ = 0- 

denn alsdann ist [vergl. (9.a ; b) pag. 4] der Differentialquotient -j- 

et V 

überall Null, folglich die Vertheilung der im Körper vorhandenen 

freien Elektricität unabhängig von der Zeit. — Andererseits wird 

der elektrische Strömungszustand an der Oberfläche des Körpers als 

tangential zu bezeichnen sein, falls überall die Gleichung erfüllt 

ist : 

(32.) u cos (JV ; y) -f \> cos (2V ; 1)) + tt> cos (N, j) = 0, 

unter N die Normale jener Oberfläche verstanden. 

Setzen wir nun voraus, in jedem der hier betrachteten Körper 
A und B wäre der Zustand im Innern überall gleichförmig) und 
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überall tangential an der Oberfläche, so verschwinden die Aus- 
drücke E , E x und jF , F x \ so dass also in diesem Fall die Formel 
(30.a.b,c) die einfachere Gestalt gewinnt: , 

(dT A % ldJ .vs = 22 (i Dv . i, Dv, . P d r), 

— 'iP, 
' wo P die Bedeutung hat: 

Dieses P ist vollständig analog mit demjenigen Ausdruck 

durch welchen früher, ebenfalls unter Voraussetzung eines gleich- 
förmigen Zustandes, das elektrodynamische Potential zweier 
linearer Stromringe auf einander definirt wurde [vergl. (55.a,b,c) pag. 
56]. Bedienen wir uns hier desselben Namens, so wird das in (33.) 
enthaltene Resultat so auszusprechen sein: 

(34.) .... Können die elektrischen Strömungszustände 
in zwei Körpern A und B (die in irgend welchen Bewegun- 
gen begriffen sind) im Innern als gleichförmig und an allen . 
Stellen der Oberflächen als tangential angesehen werden, 
und bezeichnet P das elektrodynamische Potential der beiden 
Körper auf einander, so wird die von B während der Zeit 
dt auf A ausgeübte ponderolnotorische Arbeit eldy. Us, 
abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein (lern par- 
tiellen*) Zuwachs von P, genommen nach der räumlichen 
Lage von 'A. 

Hiebei kann jeder der Körper A 7 B von beliebig complicirter 
Gestalt sein. So kann z. B. ein solcher Körper dargestellt sein durch 



*) Der totale Zuwachs von P', d.i. derjenige, welchen P während der Zeit 
dt in Wirklichkeit erfährt, kann [vergl. (3.a,b,c,d)] dargestellt werden durch: 

oder kürzer durch: 

dP = d P + A P + 8 t P + A,P; 

wo das erste Glied <? P zu bezeichnen ist als der partielle Zuwachs von P nach 
der räumlichen t Lage von A, das zweite AqP als der partielle Zuwachs von 
P nach dem elektrischen Zustande von A % während die beiden letzten Glie- 
der 8 t P und A^ analoge Bedeutungen haben mit Bezug auf B. 
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ein beliebig vielfach geschlossenes Drahtsystem, in welches eingeschaltet 
sind irgend welche Leiter von zwei oder drei Dimensionen. 

Besteht der Körper A aus einer Metallkugel Ä, in welche an zwei 
gegebenen Stellen der Oberfläche die beiden Enden eines Metalldrahtes 
Ä' einmünden, und setzt man voraus, dass die beiden Bedingungen 
der Gleichförmigkeit und Tangentialität erfüllt sind beim Körper A, 
d.i. bei Ä, Ä' zusammengenommen, so wird trotzdem die letztere 
von diesen beiden Bedingungen im Allgemeinen nicht erfüllt sein 
für die Kugel A allein genommen; so dass also der vorstehende 
Satz (34.), wenn auch anwendbar auf A, B, nicht mehr gültig ist 
für Ä, B. Anders verhält es sich mit dem allgemeinern Satz (30.a,b,c); 
denn dieser ist anwendbar nach Belieben sowohl auf A, B, als auch 
auf Ä, B. 

Man bemerkt übrigens sofort, dass der Satz (34.) einen früher 
besprochenen Satz [(52.a ; b,c,d) aufpag. 53] als speciellen Fall in sich 
schliesst. 

Was die für das elektrodynamische Potential P gegebene Definition 
(33.) betrifft, so können wir uns darüber fölgendermassen ausdrücken: 

Das elektrodynamische Potential P zweier Körper auf- 
einander wird, falls in jedem derselben der elektrische 
StrömungszUstand im Innern gleichförmig und an der Ober- 
fläche tangential ist, definirt sein durch: 

(35.a) . P=£E [i Dv . i x Dv, TT] , 

oder auch durch : 

(35.b) P = ZE [i. Dv . ,-• D v, (n + ■*£&)] , 

oder auch durch : 

(35. c) P = EE [i Q Dv . i x D v, . Q], 

wo w(r) eine willkührliche Function von r vorstellt, wäh- 
rend TT, Q die bekannten Ausdrücke*) repräsentir'en: 

n _ A4* ^^ 4A* ( d *Ye 

(35. d) H - 4 ^ ds {) ds t ~ * A \dr) °^ ' 

ö = we e, + äe. 

DaBei sind unter r, 4> } O , 0,, E dieselben**) Ausdrücke zu 
verstehen, wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44). 



*) Vergl. pag. 56 und 146. 

**) Nur ist zn beachten, dass bei jenem Ampere 'sehen Gesetz, wenigstens 
bei seiner Anwendung auf lineare Leiter, 6o,6 t ,E die Cosinus von Winkeln 
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Die Formel (35. a) ist [unter Röcksicht auf (35. d)] identisch mit 
der ursprünglichen Definition (33.). 

Um den Uebergang von (35. a) zu (35. b) zu rechtfertigen, bleibt 
nachzuweisen, dass das Integral 

(36.) ^-^[hDv^Dt,.^] 

verschwindet, wie beschaffen die B^nction w — w(f) auch sein mag. 
Nun ist [vergl. (12. c)]: 

folglich : 
(37.) »T-^D, f DT 1 [e i e I (»,„ l g j ^L)]. 

Setzt man für den Augenblick -^— = X, so wird 

„ ( d*w \ / 31, dl , dl\ 

*• i u " "' find - "' ("• aT„ + »• Wo + *° äi) ' 

Hieraus folgt durch Ausführung der Integration nach*Dv sofort: 

2 Dv [@ (u u, ^—)] = 2 Do« (AF.u,) + 2; Dv (i.E.u,), 

wo F Q7 E q die Ausdrücke (30. c) repräsentiren. Substituirt man für K 
seine eigentliche Bedeutung, so erhält man: 

* *.[*.(•.*&■)]-*'».(*.%•,)+* !*.(** n,). 
Hieraus folgt durch Ausführung der Operation @j : 

und endlich durch Ausführung der Summation nach Dv, : 

(38.) JF - 2:27 Dö Dv, (F t %?- f.) + £2: Dv Dv, (i? |^ f.) . 

Nun war aber vorausgesetzt worden , dass die elektrischen Strömungs- 
zustande im Innern der Körper A und B gleichförmig und an 



sind, welche lediglich durch die ponderablen Massen sich bestimmen; hier 
hingegen die Cosinus von Winkeln, deren Schenkel repräsentirt sind theils durch 
die von Dv, nach Dv laufende Linie r, theils aber auch durch die in Dv und 
Dv, augenblicklich vorhandenen elektrischen Strömungsrichtungen. 
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ihren Oberflächen tangential sind. Demnach sind E und JF gleich 
Null, und folglich: 

(39.) TF=0; w. z. z. w. 

Man erkennt beiläufig aus diesem Beweise, dass das Integral W auch 
dann schon Null sein wird, wenn ein gleichförmiger Strömungsztffetand 
nur in einem der beiden Körper vorhanden ist. 

Endlich findet der Uebergang von (35. b) zu (35. c) augenblicklich 
seine Rechtfertigung, sobald man beachtet, dass zwischen den Aus- 
drücken 17 und Q eine Relation stattfindet von der Form: 

wie früher gefunden wurde (Note, pag. 146). 
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Sechster Abschnitt. 

Ueber die gegenseitige elektromotorische Einwirkung zwi- 
schen zwei körperlichen Leitern, welche durchflössen sind 
von elektrischen Strömen. 

Das Elementargesetz der elektromotorischen Kräfte, dessen Entwicklung im 

vierten Abschnitt von Stufe zu Stufe vorgeschritten war» wird endlich durch die 

Betrachtungen des gegenwärtigen Abschnittes seine definitive Gestaltung 

(und zugleich einen bemerkenswerthen Grad von Einfachheit) erlangen. 



§• 28. Die elektromotorische Wirkung eldy. Ursprungs eines Körpers von 
beliebiger Gestalt auf einen linearen Körper. 

Wir sind gezwungen in diesem Fall zu den schön früher einge- 
führten Hypothesen (pag. 112) eine weitere Hypothese hinzutreten zu 
lassen, welche jenen allerdings in hohem Grade ähnlich ist, dennoch 
aber, falls man strenge verfahren will, einer besondern Nennung be- 
darf. Denken wir uns irgend zwei Körper A und B gegeben, von 
beliebiger Gestalt und Grösse, die in irgend welchen Bewegungen be- 
griffen sind, während gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche 
elektrische Vorgänge stattfinden und betrachten wir Ä als den indu- 
cirten, B als den inducirenden Körper, so lautet jene Hypothese fol- 
gendermassen : 

(1.) .... Fünfte Hypothese. Ist Dv t irgend ein Volumele- 
ment des Körpers JB, und wird die in Dv, vorhandene elek- 
trische Strömung in Componenten zerlegt gedacht nach 
drei aufeinander senkrechten, mit der ponderablen Masse 
von B starr verbundenen Axen, so soll angenommen wer- 
den, dass die elektromotorische Wirkung jener inDv, vor- 
handenen Strömung immer identisch ist mit der elektro- 
motorischen'Gesammtwirkung der genannten drei Compo- 
nenten. i 
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Wir beschränken uns vorläufig auf den speciellen Fall, dass der 

inducirte Körper A linear (also drahtförmig) ist, und führen folgende 
Benennungen ein : 

D$ irgend ein Element des Drahtes A\ 

g, y\, £ drei mit der ponderablen Mabse des Körpers B starr 

verbundene, auf einander senkrechte Axen; 
i l die in dem Volumelement Dv, des Körpers B vorhandene 

elektrische Strömung; 
Uj, &i, tt>, die rechtwinkligen Componenten von i v nach jenen 
Axen g, rj, g. 
Das Volumelement Dv,, bald von der wirklich vorhandenen 
Strömung i X9 bald von u t1 bald von &,, bald von n), durchflössen 
gedacht, mag, diesen verschiedenen Vorstellungen entsprechend, be- 
zeichnet sein respective mit *) 

(2.) i, Dr„ U|Dv,, ö, D?„ ^Dv,. 

Ferner seien : 

(3.) (So 1 dt, V dt, 2V dt, 6o« dt 

diejenigen elektromotorischen Kräfte eldy. Us, welche von diesen .vier 
Stromelementen (jedes für sich allein genommen) während der Zeit 
dt im Elemente Ds tn und zwar in der Richtung von Ds , hervor- 
gebracht werden würden. Zufolge der so eben hingestellten Hypothese 
wird alsdann die Relation stattfinden : 

(4.) <y dt = % l dt + ay dt + <y dt 

Um zunächst die Kraft % ] dt näher zu bestimmen, zerlegen wir 
das Volumelement Dv, in Elemente zweiter Ordnung, und zwar in 
lauter Prismata q { Dg,, parallel zur Achse £; wo g t den Querschnitt 
und Dgi die Länge eines solchen Prismas vorstellen sollen. Hiedurch 



*) Die in Dv, wirklich vorhandene Strömung », wird offenbar im Allgemei- 
nen während der Zeit dt sowohl ihrer Stärke als ihrer Richtung nach sich 
ändern, so dass also unter t, Dv, ein Element zu verstehen ist, in welchem die 
Strömungs stärke, und ebenso auch die Strömungsrichtung während der Zeit 
dt von Augenblick zu Augenblick wechselt. Von wesentlich anderm Charakter 
sind die Stromelemente u, Dv h ü,Dv,, tt),Dv,; denn die in u,Dv, vorhandene 
Strömung u, bleibt (ihrer Definition zufolge) fortdauernd parallel zur Axe f, also 
parallel zu einer mit der ponderablen Masse von Dv, starr verbundenen Linie; 
ähnlich verhält es sich mit ü, Dv, und n>, Dv,. 

Wollte man auf den speciellen Fall sich beschränken, dass die Richtung 
von *', mit Bezug auf die ponderable Masse von Dv, (d.i. mit Bezug auf das 
Axensystem £, q, £) während der Zeit dt constant bleibt, so würde die frühere 
Hypothese [(3.J, pag. 112] ausreichend sein. Im Allgemeinen aber wird eine 
solche Constanz nicht stattfinden; und dann bedarf es der hier angegebenen 
umfassenderen Hypothese £(_!._) . pag. 169], i 
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zerfallt alsdann das Stromelement u, Dv, in die prismatischen Strom- 
elemente u t q t Di;,. Diese letztern aber unterscheiden sich (weil die 
Strömung xi i den geometrischen Axen der Prismata fortdauernd pa- 
rallel ist) in keinerlei Weise von denjenigen Stromelementen J t Ds,, 
welche wir früher bei linearen Leitern zu betrachten Gelegenheit 
gehabt haben. Nur die Bezeichnung ist eine etwas andere; u,g, ist 
an Stelle von J 19 und D^ an Stelle von Ds t getreten. 

Die von dem prismatischen Stromelement u, q x Di;, während der 
Zeit dt in dem gegebenen Drahtelemente Ds , und zwar in der Rich- 
tung dieses Elementes, hervorgebrachte elektromotorische Kraft eldy. 
Us kann daher augenblicklich angegeben werden mit Hülfe des früher 
(pag. 133) von uns entwickelten Gesetzes, und wird also folgenden 
Werth haben : 
(6 .) • ,,,, D|, V»~" *■> + ' f «tf gzJW&i + ( „ U|) „ D{ , », 

wo die Charakteristik d die der Zeit dt entsprechenden Veränderungen 
andeutet, und 6 , 6*, Q*, P* zur Abkürzung stehen für die Aus 
drücke : 

6 = cos (r, Ds ), 

9«-co.(r f 6), 

QS = cd cos (r, Ds ) cos (r, 6) + ^ cos (Ds , £), 
p$ = q cos (r, Ds ) cos (r, g) + q cos (Ds , §). 
Dabei ist unter r die Entfernung zu verstehen, und die Richtung r 
fortlaufend zu denken von q t Dg, nach Ds , d. i. von Dv, nach Ds . 
Summirt man die Kraft (5.) über all' jene das Volumen Dv, er- 
füllenden Prismata q { Dg,, so erhall man die zu berechnende Kraft lljdt. 
Das Volumen Dv, ist aber unendlich klein; und es haben daher u,, r, 
O , 0£, Q», P*, ebenso u t + .^H,, r + dr, .... für all' jene Prismata 
einerlei Werthe. Somit erhält man : 

(7.) V* = u,(Z 8, D|.) &-P^)+J- +(rfUi) {s 3l DS.) Q«, 
oder, weil E q { Dg, = Dv, ist: 
(8.) V*-«, Dv, iMl±^}±l^l-^m + (dU)) DV] q». 

Analoge Werthe ergeben sich offenbar für f& Q l dt und 6 ! d£; und 
durch Substitution dieser Werthe in (4.) folgt: 






>> 
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172 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für % 

wo die Bedeutungen von 6$, Q£, P* und ebenso diejenigen von 
Bn, Qn, Pn und 0t, Q*, F* ersichtlich sind aus (6.). 

Um den Ausdruck (9.) einfacher zu gestalten , greifen wir zurück 
zu unsern gewöhnlichen Bezeichnungen : 

E =008(0*0,;,), 
O =cos (r, Ds ), 

(10.) i — cos ( r > h) i 

Q ^0006, + clE, 

p = 9 e.e t + 9 e, 

wo also unter E, O , 0, dieselben Cosinus zu verstehen sind, wie im 
Ampere'schen Gesetz (pag. 44). Diese Ausdrücke (10.) stehen in 
einfacher Beziehung zu denen in (6.). Denn es folgt z. B. aus (10.): 

0, = cos(r,§) cos(i,, £) -f- cos(r, rj) cos(ij, rj) + cos(r, g) cos(i,, £), 
und hieraus durch Multiplication mit i i : 

i x 0, = n { cos (r, g) -f- v*, cos (r, rj) + w, cos (r, £), 
also mit Rücksicht auf (6.) : 

i x 0j = Uj 0£ + t D, 1 * -(- tt>, 0£; ebenso wird: 
(11.) i t Q = u, Q* + |>, Qi + ro r #, 
i, p = U| P* + t>, P9 + U>t F*. 

Bedienen wir uns nun der schon früher [(3.a,b,c,d) auf pag. 158, 159] 
eingeführten Charakteristiken : 

* = *o + *i = Y% dt ' 
A = A + A, = ^rf<, 

F*, P«, K, 

deren Werthe (6.) lediglich bedingt sind durch Lage und Bewegung 
der ponderablen Massen, nur von x abhängen; während andererseits 
die Grössen 

U,, *>,, tt), 

nur von T abhängig sind. Somit folgt aus (11.) : 

d '(^0,) = u, dQ$ + \> l dQ t J +tt),d0^, 
(13.) d(i t Q) — uj dß* + *,tfQi + »,<*#, 
A (t, Q) = (du,) Q* + (<**,) Q' + (dxoj) ß^, 
und ferner: 

(14.) <Jr = dr, <J0 o = d0 o . 

Mit Rücksicht auf (11.), (13.), (14.) gewinnt nunmehr die Formel 
(9.) die einfachere Gestalt: 



d = -—- dt, 
(12.) dT o 

A « = ä t; *; 


*, - A dt, 
A, = A «, 


so werden die Grössen 




0*, 0S 0«, 


QS, Q 1 », 5 
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(15 W ^Dv,(^ fl >-(^^ 

Die vom Stromelemente i x Dv, während der Zeit dt im 
Drahtelement Ds , und zwar in der Richtung von Ds her- 
vorgebrachte 'elektromotorische Kraft eldy. Us {§</ dt be- 
sitzt also den hier, in (15.), angegebenen Werth, wo O , 0, 
und Q, P die in (10.) genannten Bedeutungen haben. 



§• 29. Fortsetzung. Ueber eine gewisse Erweiterung des von 
F. Neu mann aufgestellten Integralgesetzes. 

Der lineare Leiter A sei in sich zurücklaufend, ein homogener 
Drahtring; ausserdem mag die Voraussetzung zulässig sein, dass der 
* in dem körperlichen Leiter B vorhandene elektrische Strömungszustand 
im Innern überall gleichförmig und an der Oberfläche überall 
tangential ist. Beide Körper A und B seien begriffen in irgend 
welchen Bewegungen; es soll die Summe 

(16.) dt. ZU ((VDso) 

derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy. Us berechnet werden, welche 
während eines gegebenen Zeitelementes dt vom Körper B im Draht- 
ringe A hervorgebracht werden. Die Summation ZZ in (16.) ist also 
hinerstreckt zu denken über alle Elemente Ds von A, und über alle. 
Volunielemente Dv A von B. 

Substituirt man für (Sy 1 dt den Werth [15.), so folgt: 

(17.) dt. ZZ (LV D Sü )= '** (Dg^P^zJg. (DviiDyPfrj+gg M 

-f AZZ (Ds .i i DY i . Q), 

wo M zur Abkürzung steht für : 

(18.) M = Ds Dvj . <? [0 U ö (i t 0,) - {i x t ) d 0J. 

Um den Ausdruck (17.) weiter zu behandeln, bedienen wir uns früher 
gefundener Sätze. 

Wird fingirter Weise im Ringe A ein gleichförmiger Strom 
von irgend welcher Stärke J angenommen, und bezeichnet man, sol- 
ches vorausgesetzt, das elektrodynamische Potential zwischen A und B 
mit P, so gilt [vergl. (33.), pag. 165] die Relation: 

- * P = ZZ {J Q Ds . i t D Vl . P (J r), 
und selbstverständlich auch die analoge Relation : 

-*! P=ZZ (jr Ds . t, Dv, . P V)i 
woraus durch Addition folgt: 
(19.) _ s P= ZZ (J Q Ds . i x Dv t . P ör). 
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Ferner ist alsdann [vergl. (35*c), pag. 166] P selber dargestellt durch 
das Integral : 

(20.) P = EE (J Ds . t, Vv t . Q). 

Versteht man unter P* denjenigen speciellen Werth, welchen das 
Potential P annimmt, wenn jene in A fingirte Stromstärke J identisch 
mit Eins gedacht wird, so ergeben sich aus (19.), (20.) die Re- 
lationen : 

(21.) P* = EE (D« . t, Dv, . Q) , 

(22.) - SP* = 272; (Ds . t, Dv, . P dr). 

Durch Anwendung dieser Relationen (21.), (22.) gewinnt die For- 
mel (17.) die einfachere Gestalt: 

(23.) dt . EE ((V D* ) = 8 J?1+1]L^+2ZJ* +AP*; 

und hiefür kann geschrieben werden : 

(24.) dt . EE ((y Ds ) = dP* + \.EE M, 

wo dP* = dP* + AP* den vollständigen Zuwachs von P* wäh- 
rend der Zeit dt vorstellt. 

Es bleibt noch übrig die Untersuchung von EE M. — Nach 
(10.) ist : 

. (25.) 6 § - cos (r, D* g ) = ff , 

(26.) O t = cos (r,i t ) =-^; 

denn die Richtung r sollte gerechnet sein von D\ t nach Ds , und 
andererseits soll s t die Richtung der augenblicklich in Dv t vorhandenen 
elektrischen Strömung i t bezeichnen. Sind j:,,!),,), die Coordinate» 
von Dvj in Bezug auf das mit der ponderablen Masse von Dv A starr 
verbundene Axensystem £, rj, £, und sind ferner (ebenso wie im vor- 
hergehenden §.) u u *>!,**>! die Componenten der in Dv, vorhandenen 
elektrischen Strömung i X9 ebenfalls in Bezug auf jenes Axensystem 
g, rj, g; so ist 

(91 \ d = u * d l h d | to i d ■ 

(vergl. pag. 159). Somit folgt aus (26.) 

(28.) h e, - - («, ^ + », aTi + », ^) 

wofür zur Abkürzung (ebenso wie früher, pag. 161) geschrieben werden 
mag: 

(29.) i, e,--©, («40- 
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Durch (25.), (29.) gewinnt der Ausdruck M (18.) die Gestalt: 

^=D SoD „.e,[-.|i ä (u,|i). + 4„|;;),(|i)]. 

Hiefur kann geschrieben werden : 

M n n ^ T c> r d ör . dr d dr\ 

A 2 
oder, wenn Ja dr = k, mithin <* = -=- gesetzt wird : 

tut n n ^T / dldtr ,dl d Sr\] 
oder was dasselbe ist: 

^-D, D ,e,[u,(-A(^ ä ,) + A(|i /r ))]. 

Hieraus folgt durch Integration über sämmtliche Elemente Ds des 
gegebenen Ringes A : 

Integrirt man nochmals, und zwar über alle Elemente Dv, des Körpers 

7) X 
B, und setzt man zugleich zur Abkürzung — - dr = ft, so folgt*): 

vSq 

(30.) SS Jf = - SS Ds Dt, ©, (u, |*) , 
Nun ergiebt sich aber nach bekannter Methode : 



— (- -fi—) dt; so dass also das neu eingeführte p sich so 
darstellen lässt: 

Nun ist r eine Function, welche in letzter Instanz abhängt von den sechs einan- 
der coordinirten Argumenten * ai r , Vi, t) f , jt, r,; wie solches hervorgeht aus dem 
dem gegenwärtigen Fall entsprechenden Schema : 

(«ii ftt *i) (Tu *)i, 3n t,) 

▼ergl. (3.c), pag. 159. — Folglich wird jenes neu eingeführte ft eine Function 
sein, welche, abgesehen von dem gegebenen Factor dt, in letzter Instanz eben- 
falls abhängt von jenen sechs coordinirten Argumenten «o, t , y tl fy, j lf t t . — 
Solches zu bemerken, dürfte für die weiter folgende Rechnung nicht überflüssig 
sein. 
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(31.) * Dv, („ g + .-) = S DTl (?öb£) + . . .) _ S D T| , (g + ...), 

-=-£ Do lf »[u I co8(^ 1 ,g)+..)-2? Dv,^+..) 

= + <B Do, /t .F, + 2? Dv, {* JE,, 
= 0; 

denn die Ausdrücke E l9 .F i (vergl. pag. 164) verschwinden, weil der 
Strömungszustand im Innern des Körpers B als gleichförmig, und an 
seiner Oberfläche als tangential vorausgesetzt war. 

Nachdem aber constatirt, dass das Integral (31.) Null ist, ergiebt 
sich nun aus (30.) sofort : 

(32.) 22 Jf=0. 

Somit folgt aus (24.) : 

(33.) dt . 22 (6V Ds ) = dP*, 

oder in Worten ausgedrückt : 

(34.) .... Kann der in irgend einem Körper B vorhan- 
dene elektrische Strömungszustand im Innern als gleich- 
förmig, und an allen Stellen der Oberfläche als tangential 
angesehen werden, und bezeichnet P* das elektrodyna- 
mische Potential zwischen B und einem gegebenen Draht- 
ringe A, letzterer durchflössen gedacht von einem fingir- 
ten Strome von der Stärke Eins, so wird, in welchen Be- 
wegungen B und A auch begriffen sein mögen, die Summe 
der von B in A während der Zeit dt hervorgebrachten 
elektromotorischen Kräfte eldy. Us immer gleich sein dem 
vollständigen Zuwachs des Potentiales P* während der 
Zeit dt 

Der Körper B kann dabei von beliebig complicirter Gestalt ge- 
' dacht werden, z. B. dargestellt sein durch ein beliebig vielfach ge- 
schlossenes Drahtsystem, in welches eingeschaltet sind irgend welche 
Körper von zwei oder drei Dimensionen. Man bemerkt sofort, dass 
dieser Satz (34.) nichts Anderes ist als eine gewisse Erweiterung des 
von meinem Vater für lineare Leiter aufgestellten Integralgesetzes 
[(33.) pag. 107]. 



§. 30. Die elektromotorische Wirkung eldy. Us zweier beliebig 
gestalteter Körper auf einander« 

Es seien gegeben zwei beliebig gestaltete Körper A und B } beide 
begriffen in irgend welchen Bewegungen, während gleichzeitig im In- 
nern eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden. 
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Ferner sei m Q irgend ein Punct innerhalb A, und Dv t irgend ein 
Volumelement des Körpers B. Ermittelt soll werden diejenige elektro- 
motorische Kraft eldy. Us 

(35.) % ^ Ef dt 

welche von dem Element Dv t während der Zeit dt hervorgebracht 
wird im Puncte m . 

Der Untersuchung mag ein beliebiges rechtwinkliges Axensystem 
(x, y, e) zu Grunde gelegt sein; es mag nämlich dasselbe, um den 
höchsten Grad der Allgemeinheit zu erreichen, weder absolut fest, 
noch auch starr verbunden mit einem der beiden Körper, sondern 
vielmehr begriffen gedacht werden in irgend welcher eigenen Be- 
wegung. Mit Bezug auf dieses Axensystem führen wir folgende Be- 
zeichnungen ein : 

x o> Vo> *o die Coordinaten von w ; 

A , B , T die Bichtungscosinus eines von m ausgehenden, 
mit der ponderablen Masse von A starr verbundenen Linien- 
elementes Ds , dessen Sichtung im Innern dieser ponde- 
rablen Masse willkührlich gewählt seil? darf; 

die Aenderungen dAo, <SB , äT , welche A , B , r o während 
der Zeit dt erfahren, werden alsdann (vergl. pag. 48) dar- 
gestellt sein durch die Formeln: 

*Aq = T dß — B dy , 
(36.) <JB = Ao dy — |" <Ja , 

dr = B *« Ö — A <?/J , 
wo <?a , dß , dy diejenigen Drehungen sind, welche der 
Körper A während der Zeit dt erleidet in Bezug auf die 
drei Axen x, y, *. 

x \> V\y z \ die Coordinaten von Dv,; 

i { die zur Zeit t (d. i. zu Anfang des betrachteten Zeitele- 
mentes dt) in Dvj vorhandene elektrische Strömung; 

u 19 v l9 w x die Componenten von i i9 genommen nach den 
Axen x, y, z\ 

r die Entfernung zwischen m und Dv t ; 

A = 5tz5 ß = tfeZll?! f = *^~- ' die Kichtungscosinus 

von r; 
Xq* dt, Y l dt, Z l dt die Componenten der gesuchten Kraft 

Eq 1 dt,» (35.), ebenfalls genommen nach den Axen x, y, z. 
d = d + A = d + d x + A + A, die Charakteristik für die 

während der Zeit dt stattfindenden Veränderungen, genau 

in demselben Sinne wie früher [vergl. (3. a, b, c, d) pag. 

158, 159]. 

Neumauu, die elektrischen Kräfte. \% 
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Zunächst eine Bemerkung zur besseren Orientirung über jene 
Charakteristiken <J, A. Die im Elemente Dv t zur Zeit t vorhandene 
elektrische Strömung u u v ]9 w x erleidet während des folgenden Zeit- 
elementes dt zweierlei Veränderungen , die eine herrührend von den 
Vorgängen im Innern des Körpers B y die andere herrührend von der 
relativen Bewegung dieses Körpers in Bezug auf das zu Grunde ge- 
legte Axensystem (#, y, #). Wir werden daher die zur Zeit t -\- dt 
vorhandene Strömung u x + du x , v x + dv x , w x + dw x am Bequemsten 
dadurch erhalten können, dass wir diese Aenderungen einzeln, eine 
nach der andern, vorsieh gehen lassen; dabei mag, der Anschaulich- 
keit willen, jene Strömung geometrisch — durch eine von Dv t aus- 
gehende Linie von entsprechender Richtung und Länge — dargestellt 
gedacht werden. 

Die zur Zeit t vorhandene Linie 

u t , v x , w x 
wird,' falls man die der Zeit dt entsprechenden inneren Vorgänge des 
Körpers B sich vollziehen lässt, seine relative Bewegung gegen das 
Axensystem (x y y, z) vorläufig aber sistirt, übergehen in eine gewisse 
andere, mit 

u x + Au x , v x + Ai;,, w x + & w \ 
•zu bezeichnende Linie. Diese letztere Linie aber verwandelt sich, falls 
man nun nachträglich jene relative Bewegung des Körpers B eben- 
falls zur Ausführung bringt, in eine Linie 

Ui> r» w lt 

deren Componenten bestimmt sind durch die Formeln (vergl. pag. 48): 
U x = (u x + Au x ) + [(«4 + Aw x ) öß- x - (t>, + A *,) SyJ, 
V x = (v % + A v x ) + [(u x + A u x ) ö 7x - (w x + Aw x ) da { ], 
W x = K + A<> + Ifa + Av x ) da x - (u x + Au x ) dß x ], 
wo unter da if öß X} dy x die Drehungen zu verstehen sind, welche der 
Körper B während der Zöit dt erleidet in Bezug auf die Axen x,y,8. 
Diese Formeln lassen sich, mit Fortlassung der unendlich kleinen 
Grössen zweiter Ordnung, so darstellen: 

U x — u x = Au x + (w, dß x — v x dy x ), 

V t — v t = Av x + (u x öy x — w x Sa x ) f 

W x — w x = Aw x + (v x dcc x — u x dß x ). 

Die linken Seiten der Formeln sind offenbar diejenigen Aenderungen, 
welche u X} v x , w x während der Zeit dt in Wirklichkeit erfahren, 
also zu bezeichnen mit du l7 dv l7 dw v Somit erhalten wir: 

du x = Au x -\- 8u x , 8u x = w x 8ß x — v x öy l7 

(37.) d v x = A v x + 8 v x , d v x = u x 8y x — w x 8a X7 

dw x = Aw x + 8w x , 8w x = v x Scc x — u x Sß l7 
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wo Au u Av t , Aw x diejenigen Theile der Zuwüchse du i} dv l7 dw x 
vorstellen, welche veranlasst sind durch die Strömungsänderungen im 
Innern des Körpers B, und 8u u dv u dw x diejenigen andern Theile 
jener Zuwüchse bezeichnen, welche herrühren von der relativen Be- 
wegung des Körpers B in Bezug auf das zu Grunde gelegte Axen- 
system (x, y, 0). 

Wir gehen über zur eigentlichen Aufgabe. Die Componente 
Ao Xo 1 dt + B T Q l dt + T Z ! dt 
der gesuchten Kraft E * dt (35), genommen nach der Rich- 
tung des mit B verbundenen Linienelementes Ds , kann un- 
mittelbar angegeben werden auf Grund früherer Untersuchungen [(15.), 
pag. 173]; man erhält: 

(38.) (A X «+B o r ü i+r o ^)^ = Dv 1 (*M>=»iZ* + A ftQ)) 

n 6[e d(i t e x )-i t e t d e t ] 

wo O , 0, und Q, P, mit Rücksicht auf die gegenwärtigen Bezeich- 
nungen , sich darstellen lassen durch : 

eo = AAo+BB +rr , 
»,0! = amj+b», +r«>,, 

(39,) *, Q = (AAo+BB + rQ (Aw,+ Bv t + V w t ) + m (\u t + B «,+ r «>,), 
», P = q (AAo+ BB +rr„) (Am.+B^+Tw,) + 9 (Ao^+Bo^+r,,«;,). 

Demgemäss sind ^Q, i,P, Q„ homogene lineare Functionen von 
A,, B , T . Als solche mögen sie bezeichnet werden mit: 

* 1 Q = A Q'+B Q"+-r Q"', ' 
(40.) *,P = A P' + B P" + r,P w , 

e„ = A A+BoB +r rt r. 

Hieraus folgt : 

(41.) A (», Q) = A AQ' + B AQ" + r AQ"', 

(42.) * (», Q) = (A dQ' + B <JQ" + T <JQ'") 

+ (Q'*A + Q"*B + Q'"*r ). 

Bedienen wir uns nun der Gleichungen (36.) : % 

*A = r *j8 — B Sy 0} 
SB = \dy n — r Sa 07 
dr = B dcc — \dß , 

so nimmt die Formel (42.) folgende Gestalt an: 

(43.) a&Q) = Ao (fi&+Q"dy -Q'"dß ) + B (W+a"da Q — Vdy Q ) 

+ r («r+ff*A-jr*o b ). * 
12* 
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In analoger Weise wird offenbar : 

(44.) de, = A (*A + B Sy - T öß ) + B (dB + r da - A dy ) 

Substituirt man in (38.) die Werthe (40.), (41.) und (43.), (44.) 
so entstellt eine Formel, in welcher die rechte Seite, ebenso wie die 
linke, eine homogene lineare Function von A^, B , T ist, während 
die in Aq, B , l" multiplicirten Coefficienten von Ao, B , l~ unab- 
hängig sind. Denn man erkennt sofort, dass die genannten Coeffi- 
cienten vollkommen dieselben auch dann sein würden, wenn man 
(ohne in den gegebenen Bewegungen und inneren Vorgängen das Min- 
deste zu ändern) an Stelle der zu Anfang im Innern der ponderablen 
Masse von A willkührlich gewählten Sichtung Ao, B , T irgend 
welche andere Richtung A ', B ', r o ', gewählt hätte. Folglich müssen 
in jener Formel die genannten Coefficienten einzeln einander gleich 
sein. In solcher Weise ergeben sich drei Relationen, von denen die 
erste so lautet : 

(45.) X/ dt - Dv t ('* + ggfa ZzflM ~r» + A g) 

, D [A d (i t 9,) - H 9, (JA + B dy - r dfi,)] . 

während die beiden andern analoge Werthe liefern für F l dt, Z l dt. 
Die Bedeutungen, welche ^0,, Q', Q", Q", P', P", P" hier besitzen, 
sind [nach (39.), (40.)] folgende : 

i t 0i = At*j -f* Bv, + r?0 t , 

Q' =oA(Aw l H )-\-<ou u P' =^A(Am 1 H ) + (>w 1; 

(46.) Q „ =a)B (A Wl +...)+ l i v%9 p" =qB(Au { + •••) + Jt>,, 
Q'"= cor (Au, +•••) + ä w l; P'" = pA(At* t +...) + p V 

wo (Aw t H ) überall zur Abkürzung steht für (Aw, 4-B^ + r^). — 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat. 

Sind A und B irgend zwei in Bewegung begriffene 
Körper, ferner m irgend ein Punct.von A, und Dv t irgend 
ein Volumelement von B, und sollen in Bezug auf ein eben- 
falls in beliebiger Bewegung begriffenes rechtwinkliges 
Axensystem (x, y, z) die Componenten 

X * dt, Y * dt, ZJ dt 
derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. üs angegeben 
werden, welche Dv t während der Zeit dt in m hervorbringt, 
so bilde man zunächst die Richtungscosinus: 

(47.a) A = ^=^, B^ "* 1 , r = ^--^, 
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wo x Q7 y , z die Coordinaten von m 0; ferner x if y^, z t die- 
jenigen von Dv 1? und r die Entfernung zwischen m und 
Dv, vorstellen; sodann bilde man mit Bezug auf die in Dv, 
vorhandenen Strömungscomponenten u l} v u w x die Aus- 
drücke: 

ii— Af# t + Bv t + Vw i7 

(47. b) Ö = * A ^ + * Ul > P = * A * + $ *i> 

Q" = o Bj t + St; 12 P" = q Bj t + 9v l9 

sr — o) ri, + £ t*,, p'"= p r y, + § w i; 

die Werthe jener gesuchten Componenten sind alsdann 
folgende : 

+ Dv, * !***-* (* A + B *ro-r*ft)1 
(47.C) r f t « - Dv, (^ y + ^ *S ~ Q ' '*) ~ P " *! + A y) 

+ D ▼ 1 * [ B 8 Ji ~ ii (* B iL*«« -Afl yo )] ^ 

4.Dv ^[ r ^-ii( Jr + Ad^ -Btfa )] 
-t- uv, ■ g — , 

wo dcc Qf dß , Sy die Drehungen des Körpers A während der 
Zeit dt bezeichnen respective um die Axen x, y, z. 

Diese Formeln (47. c) vereinfachen sich, sobald man für das Co- 
ordinatensystem (x y y, z) ein solches nimmt, welches mit der ponde- 
rablen Masse des Körpers A starr verbunden ist (also Theil nimmt an 
der etwaigen Bewegung von A) ; denn alsdann verschwinden die Grös- 
sen da , dß 0) dy . — Noch bedeutender wird die Vereinfachung, 
wenn gleichzeitig das zu betrachtende Element Dv, nicht einem an- 
dern Körper B, sondern vielmehr eben demselben Körper A an- 
gehört; denn alsdann verschwinden die mit d bezeichneten Incremente 
8ämmtlich; so dass also z. B. die erste jener Formeln (47.c) als- 
dann sich reducirt auf: 

X 1 dt = Dv l .Aß'. 
Nun ist nach (47. b) : 

'S? — & A (An, + Bv*-{- fw,) + w u s , 
mithin 

AQ' = oj A (AAw, + B At>, + V Aw { ) + wAm,; 
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im vorliegenden speciellen Falle ist aber 8u x = 0, mithin du { = Aw t , 
ebenso dv 1 = Av i , dw 1 = Aw l ; so dass man also auch schreiben 
kann: 

AQ' = ©A(A du x + B dv t + T dw{) + ® ^w n 
oder mit Rücksicht auf (47. a): 

AQ'= (o ^~-^ (So-ffj) du t + (y — y t ) dv x + (* — * t ) rfw t u ^ ^ 
r r i r 

Somit gelangt man zu folgendem specielleren Satz: 

Ist m , mit den Coordinaten x , y Q , z Q , ein Punct inner- 
halb eines gegebenen ponderablen Körpers A, ferner Dv 1? 
mit den Coordinaten x { , y x , z x , irgend ein Volumelement 
von A, ferner r die gegenseitige Entfernung zwischen m 
und Dv t , und sind endlich u t , v lf w i die Componenten der in 
Dvj zur Zeit t vorhandenen elektrischen Strömung, so 
werden die Componenten X l dt, Y l dt, Z X dt derjenigen 
elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche Dvj während der 
Zeit dt im Puncte m Q hervorbringt, die Werthe haben: 

X idt = Dv (co X °~ Xi ( x »— x \) du \ + (^0-2/1)^1 + ^0—^1)^1 + * iu 
1 \ r r ' 

(48.) r.'dE-DT,^ gg=^ («»-^)^i+(y.-yi)'foi+»o-^)^i + 5 < t f| ) i 

Dabei ist vorausgesetzt, dass das zu Grunde gelegte Co- 
ordinatensystem (x, y, 0) in starrer Verbindung steht mit 
der ponderablen Masse des gegebenen Körpers*). 



*) Die hier auftretenden Functionen a> = m{r) und ö> = a(r) sind, wie früher 
(pag. 148) gefunden war, mit einander verknüpft durch die Relation 

w .+<*(*$- r * 

Für den Fall eines beträchtlichen r ist tft = W, die Gestalt dieser Relation 
also folgende : 

r„\ 1 A* dm 

Macht man nun die nicht unwahrscheinliche Annahme, dass für den Fall 
eines beträchtlichen r die Functionen cd, 2J von der Form sind 

(PO •=(?-, ä=H-, 

r r/ 

wo Gj H Constante sein sollen, so geht jene Relation über in: 

(y.) G + ^'^-tf, 
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§. 31. Uebereinstimmung der für beliebig gestaltete Körper entwickelten 
Gesetze mit dem allgemeinen Axiom der lebendigen Kraft. 

Es sei gegeben ein System von beliebig vielen Körpern A, B, 
C, D 7 . . ., die in irgend welchen Bewegungen begriffen sind, während 
gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge 
stattfinden. Ob das System lediglich seinen innern Kräften überlassen 
ist, oder ob gleichzeitig noch irgend welche äussere Kräfte auf das- 
selbe einwirken, mag dahingestellt bleiben. — Wir stellen uns die 
Aufgabe, diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme 

(50.) dT+dQ = (rfT)ord. üb + (rfT+rfÖWu. + (^+^)eldy.üs 

zu berechnen, welche während eines gegebenen Zeitelementes dt in 
dem ganzen Systeme entsteht durch die Wirkung der inneren 
Kräfte. 

Zunächst mögen die Bezeichnungen (36.) des vorhergehenden §. 
in folgender Weise vervollständigt werden : 
Dv ein Volumelement von A\ 
x o> Po* #o die Coordinaten von Dv zur Zeit t (d. i. zu Anfang 

des gegebenen Zeitelementes dt)\ 
u , v , w die Componenten der zur Zeit t in Dv vorhandenen 

elektrischen Strömung i ; 
Dvj ein Volumelement von B] 
x i7 Vif z \ die Coordinaten von Dvj zur Zeit t\ 
u i} v iy w t die Componenten der zur Zeit t in Dv t vorhan- 
denen elektrischen Strömung; 



oder 

(<?.) G + H = A*. 

Hieraus folgt: 

(..) G-A<±±, H~A*^, 

wo k eine noch unbekannte Constante vorstellt. Endlich folgt aus (ß.) und («,): 

A* 1—k ii A* i+k 

(t) "-TT-* ""T"2"' 

Durch Substitution dieser Werthe (£.) würden die Gleichungen (48.) in diejenigen 
sich verwandeln, von denen Helmholtz bei seinen letzten Untersuchungen aus- 
gegangen ist (vergl. Borchardt's Journal, Bd. 72 , pag. 76). Wenn indessen 
Helmholtz der Ansicht ist, die hier hin eingetretene Constante k müsse Null 
oder positiv sein; so wird sich im weiteren Verlaufe unserer Untersuchungen 
das Gegentheil herausstellen, nämlich nachgewiesen werden , dass dieFunction 

w identisch mit Null, und dass also [nach (f.)] die Constante k identisch 
mit ( — 1) sein muss. 
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r die Entfernung zwischen Dv und Dv, zur Zeit t; 

A, B, T die Richtungscosinus der Linie r, dieselbe gerechnet 

von Dvj nach Dv hin; 
fl; 0j und E dieselben Cosinus wie im Ampere'schen Ge- 
setz (pag. 44). 
Ausserdem mag angenommen werden, dass das zu Grunde gelegte 
Coordinatensystem (x } y, z) kein völlig beliebiges ist, sondern in 
starrer Verbindung steht mit der ponderablen Masse des 
Körpers A. Solches vorausgesetzt, nehmen die Componenten XJdt, 
YJdt, Z Q { dt (47.c) derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us ? 
welche das Element Dv t während der Zeit dt hervorbringt in irgend 
einem Puncte von Dv , die einfachere Gestalt an : 

X.« dt - D v, ( l'« -**] + *[* 9* -j t SA] + AQ ^ 

(52.) f.- dt = D Vl (l*?!^r«rl + 2 * iß «. -*_«] + AQ ^ 
^ ^ - dt, (W= ™'1 Y irirMn + A <r) . 

Um diese Formeln weiter behandeln zu können, bilden wir zu- 
nächst die beiden Ausdrücke Q, P, bezogen auf die Linie r und 
die beiden Richtungen i , i, : 

= 000, +ÄE, 
P = ^6 o t + ^E, 
Hieraus folgt sofort : . 

i i t Q^a(Au ^Bv +rw Q )(Au i +Bv i +rw { ) + & Kmi+Vi+w w,), 
hh p=z 9 (Awo+Bvo+r^o) (Awj+B^ + Tw,) + p (w m, +t? o t? l + w o f0 1 ), 
oder mit Rücksicht auf (47. b): 

(53. a) i i t Q = u {) Q' + i; Q" + w {) Q'", 

(53. b) v, P = w P' + v P" + w {t P'". 

Ferner ergiebt sich, ebenfalls mit Rücksicht auf (47. b): 

(53. c) i o o = w A + v B + w o r, 

(53. d) i t 0, = w t A + v x B + w, V = J r 

Die Incremente dw , d> 0; dw) lassen sich im Allgemeinen aus- 
drücken durch die Formeln [vergl. (37.)]: 

<H = w d ßo — *>o#ro> 
etc. etc., 

wo da , dß , dy die während der Zeit dt erfolgenden Drehungen 
des Körpers A repräsentiren in Bezug auf die zu Grunde gelegten Co- 
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ordinatenaxen x,y,0. Bei der gegenwärtigen Betrachtung sind aber diese 
Axen mit jenem Körper A starr verbunden, folglich dcc =dß =dy =Q, 
und folglich auch du = dv = dw = 0. Demgemäss ergiebt sich 
aus (53. a) und (53. c) durch Ausführung der Operation d: 
(63. e) d (v, Q) = u <JQ' + v <JQ" + w <JQ'", 

(53.f) * (t 9 ) = u dA + v dB + w <JI". 

Unterwirft man ferner die Formel (53. a) der Operation A t , so 
folgt: 

A, (i i, Q) — u, A x ff + t> A, Q" -|- w A, ff", 
wofür auch geschrieben werden kann: 

(53.g) A t ftt.Q) = * Äff + t> AQ"+ w AQ"; 
denn die Ausdrücke Q', Q", Q"' (47. b) sind unabhängig von u 0} v 0) w Q , 
so dass also z. B. A Q' = 0, mithin AQ'= A t ö' ist. 

Multiplicirt man nun die Formeln (52.) mit w Dv , v Dv , 
w q J)y 0} und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (53. a,b,c,d,e, f,g) 
sofort : 

54.) Dv (X * u« + YJ v + Z * w ) dt 

Die linke Seite dieser Formel repräsentirt aber offenbar [vergl. 
pag. 14] diejenige Quantität Wärme 

(^öo^eldy.Ui 

welche das Element Dvj vermöge seiner elektromotorischen Kräfte 
eldy. Us während der Zeit dt hervorruft im Elemente Dv . Ein mit 
(54.) analoger Werth ergiebt sich für diejenige Wärmemenge 

(dQ^) eldy. Us; 

welche umgekehrt Dv in Dv t hervorruft. Werden die Formeln für 
diese beiden Wärmemengen, nämlich (54.) selber und jene analoge 
Formel, addirt, so erhält man sofort: 

(55.) (d^o' + rfÖiWu. — Dv oDv! [*(M,Q) -MiP'^+AÄ^Q)]; 
denn es ist zu beachten, dass A () + A, = A ist. Beachtet man, dass 
<5 + A = d ist, so gewinnt die Formel (55.) die einfachere Gestalt : 

(56.) (dQJ + <*©, Vy. us — Dv D v, [tf (v'i Q) - v, P Sri 
Bezeichnet ferner 

(^^O^eldy.Ui 

diejenige Quantität lebendiger Kraft, welche Dt, vermöge seiner pon- 
dero motorischen Kräfte eldy. Us während der Zeit dt in Dv hervor- 
bringt, so ist : 

(d^oOeldy.Üs = B S Q r, 
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wo R, die aus dem Ampere'schen Gesetze resultirende Kraft, den 
Werth hat JS = Dv Dvj i i t P [vergl. (8.), pag. 160]. Somit folgt: 

(diyjeidy.us = Dv Dv, i i t P d r, 

und in ähnlicher Weise : 

WWu. = Dv Dv, i i, P d x r, 

und hieraus durch Addition : 

(57.) (rfT i + ^T/Oeidy. üb = D v D v t t 1, P *r. 

Endlich folgt durch Addition von (56.), (57.): 

(58.) (riiy + dT« + rf<V + d^eldy.Us = Dy D vi . rf (t 1, Q), 

= d(Dv Dv 1 f e t Ö). 

Denkt man sich diese Formel (58.) der Reihe nach hingestellt für jed- 
wedes Elementenpaar Dv , üv, des gegebenen Systemes A,B,C, 2),... 
(sowohl für solche Dv , Dv 1; welche verschiedenen Körpern, als auch 
für solche, die demselben Körper angehören), so gelangt man durch 
Addition all' dieser Formeln zu folgendem Resultat*): 

(59.) (dT + dQ) eldy . vs = d[i EE (Dv Dv, i i x Q)], 

wo die linke Seite den letzten Theil der in (50.) genannten Quantität 
vorstellt. 

Was die beiden ersten Theile jener Quantität (50.) betrifft, so ist 
nach früheren Untersuchungen [vergl. pag. 24 und pag. 32] : 

(60.) # (<*n»d.u. = -«*0, 

(61.) (dT+dQ) elBt . v * = -dU, 

wo das ordinäre, U das elektrostatische Potential des Systemes 
A, B, C y D y . . . auf sich selber bezeichnet. 

Durch Substitution der Werthe (59.), (60.), (61.) in (50.) folgt 
schliesslich : 

(62.) dT + dQ = - d [0 + U—\ EE (Dv Dv, t * t Q)] 

Das Postulat des gegebenen Systemes A, B } C, B, . . . oder 
(genauer ausgedrückt) die durch das allgemeine Axiom 
der lebendigen Kraft mit Bezug auf dieses System postu- 
lirte Function 3F besitzt also den Werth: 

(63.) 3F = O + U - i 2:2; (D v D v t t t, Q), 

ein Ergebniss, welches völlig in Einklang sich befindet 
mit unseren früheren Untersuchungen (vergl. pag. 131 und 
147). 



*) Vergl. die Note pag. 23. 
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§• 32. Definitive Gestaltung des den elektromotorischen Kräften 
eldy. Us zuzuschreibenden Elementargesetzes. 

Die im Innern eines ponderablen Körpers an irgend einer Stelle 
vorhandene elektrische Strömung kann ihre Richtung in zwiefacher 
Weise ändern, entweder für sich allein, oder mitsammt des Körpers. 
Ist z. B. der Körper durch zwei Drähte verbunden mit den Polen 
einer Galvanischen Batterie, so wird ersteres eintreten, wenn wir 
den Körper in eine feste Aufstellung versetzen, und die Einmündungs- 
stellen jener Drähte längs seiner Oberfläche verschieben, hingegen 
letzteres einfreten, wenn wir jene Drähte an ihren Einmündungs- 
stellen mit dem Körper starr verbinden (zusammenlöthen), sodann 
aber den Körper selbst in irgend welche Drehung versetzen.' 

Es erscheint im höchsten Grade wahrscheinlich, dass die von einer 
elektrischen Strömung vermöge ihrer Richtungsänderung hervorgerufene 
elektromotorische Kraft lediglich abhängt von der relativen Be- 
schaffenheit dieser Richtungsänderung in Bezug auf den inducirten 
Körper, einerlei ob der ponderable Träger der Strömung an dieser 
Richtungsänderung Theil nimmt oder nicht, dass also z. B. jene elektro- 
motorische Kraft immer Null ist, sobald die relative Beschaffenheit 
der elektrischen Strömung in Bezug auf den inducirten Körper 
während der betrachteten Zeit keine Aenderung erleidet. — Um diese 
Hypothese möglichst präcise auszusprechen, geben wir ihr folgende 
Passung. 

, (l.)\ . . . Sechste Hypothese. Bezeichnet Dvj ein unend- 
lich kleines genau kugelförmiges Volumelement eines 
Körpers _B, in welchem beliebige elektrische Vorgänge 
stattfinden, und steht der Mittelpunct von Dv, in starrer 
Verbindung mit einem gegebenen Körper A, während B 
selber um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung 
begriffen ist, so soll angenommen werden, dass die von 
Dyj in irgend einem Puncte von A hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. Us immer Null ist, sobald die in Dv t 
vorhandene elektrische Strömung, beurtheilt mit Bezug auf 
A y ihrer Richtung und Stärke nach constant bleibt. 

Der Körper A und das rechtwinklige Axensystem (#, y, z) mögen 
in absolut unbeweglicher Aufstellung gedacht werden; ebenso 
die Galvanische Batterie G, und die von ihren Polen nach dem Körper 
B hinlaufenden beiden Drähte (Fig. 10); ebenso endlich die zur #-Axe 
parallele Axe ftv, um welche der Körper B in Rotation begriffen ist. 

Dieser Körper B sei ein homogener Metallcy linder, dessen geo- 
metrische Axe mit seiner Rotationsaxe [iv zusammenfällt. Während 
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der Rotation werden die Einmündungssteilen jener beiden (absolut 
unbeweglich gedachten) Drähte dahinschleifen auf der Oberfläche 
von B. — Endlich sei Dv 1 ein unendlich kleines, genau kugelför- 
miges Volumelement von B, dessen Mittelpunct m x in der Axe fiv 
liegt. 



Fig. 10. 







•Die Stärke der Batterie constant vorausgesetzt, und die Rotations- 
geschwindigkeit des Cylinders B ebenfalls als constant vorausgesetzt, 
muss nach einiger Zeit im Innern des Cylinders B ein elektrischer 
Strömungszustand sich etabliren, dessen Beschaffenheit (mit Bezug auf 
B fortwährend sich ändernd) constant bleibt mit Bezug auf den absoluten 
Raum, oder (was dasselbe ist) mit Bezug auf A. Sind also u i9 v u w x 
die Componenten der in m x oder Dv t vorhandenen elektrischen Strö- 
mung, bezogen auf die absolut unbeweglichen Axen x,y,z, so werden 
nach Eintritt des genannten Zustandes, die Zuwüchse du i} dv u dw s 
fortdauernd Null sein*). 

Zufolge unserer Hypothese (1.) muss daher während dieses Zu- 
standes die von Dv t in irgend einem Puncte m des Körpers A her- 
vorgebrachte elektromotorische Kraft eldy. Us ebenfalls fortdauernd 
Null sein. 



*) Ist z. B. in irgend einem Augenblick des in Rede stehenden Zustandes die 
in Dvj vorhandene elektrische Strömung u t , v t1 w t parallel mit einer der drei 
Axen x, y, z y so wird sie während jenes Zustandes mit dieser Axe fortdauernd 
parallel bleiben. 
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Im Allgemeinen lassen sich jene Zuwüchse du x , dv^, dw x 

(vergl. pag. 178) darstellen durch die Formeln: 

du x — Au x + 8u x , 8u x = w x 8ß x — v x 8y x , 

dv x = Av x + 8v x , Sv x = u x 8y x — w x 8a x , 

dw x = Aw x + ä w i > $ w \ = v i * a i — u t dßv 

In dem hier betrachteten speciellen Falle ergeben sich daher, 

weil du x = dv x = dw x = 0, und die Rotationsaxe \iv parallel der 

#-Axe ist, folgende Gleichungen: 

= Aw, + * w i? $ u i = — v \ 9\ dt } 

. (2.) = Av x + 8v x , 8v x = + u \ 9\ dt, 

= Aw x + 8w x , 8w x = 0, 

wo g x die Rotationsgeschwindigkeit des Cylinders B bezeichnet. 

Bezeichnet man nun die vom Elemente Dv, während der Zeit 
dt in irgend einem Puncte m des Körpers A hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. Us mit 

(3.) X X dt, r o l dt, Z l dt, 

so ist, zufolge früherer Ergebnisse (pag. 181): 

(4.) X^-Dv.^ + AQ' + ^ii); 

denn es ist zu beachten, dass im vorliegenden Falle nicht nur 8cc , 
dßo> ^Po; sondern auch 8r, dA, SB, 8T sämmtlich verschwinden, 
weil die Linie r, die Verbindungslinie von m und dem Mittelpunct 
m x des Volumens Dv u ihrer Länge und Sichtung nach unveränder- 
lich ist. In der Formel (4.) haben j x und Q' die Bedeutungen (vergl. 
pag. 181): 

(5.) it — Aut + Bv x + Yw x 

Q' = oA (Au x + B^i + l"«0,) + o u x . 

Hieraus folgt, wiederum mit Bücksicht darauf, dass r, A, B, T unver- 
änderlich gegeben sind: 

8j x = A8u x + B8v x + rdw lf 

(6.) äff = ojA (A8u x + Bdv x + rdw { ) + a 8u x , 

AQ' = gjA (AAw, + BAv t + rAw t ) + coAu x . 

Durch Substitution dieser Werthe (6.) in die Formel (4.) folgt: 

(, ii 

^+5? A (A *«j +B^ + r *»,) + -I 0«, 
2 - ? • 

+ oA(A Aw, + BAv x + r A^) + w At*i 

Beachtet man nun, dass im hier betrachteten Fall [nach (2.)] 
Aw t = — 8u x , Av { = — 8v x , A^ = — 8w x ist, so ergiebt sich: 
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li 
(8.) X ! dt = D v, (^=5 A (A*f*, + Bäv x + rdw x ) — J duX 

oder weil [ebenfalls nach (2.)] öu x = — v x g x dt, äv x = u x g x dt, 
Sw x = ist : 

/ - u 

(9.) X fl ' <tt - Dt, (-" ö A (Bw, - A*,) + | t>,) #, tf*. 

Zufolge der vorhin angestellten üeberlegungen muss aber die 
Kraft X l dt, Y {) * dt, Z {) 1 dt verschwinden für jeden beliebigen 
Punct m {) des Körpers A, d. h. für beliebige Werthe von r,A, B, f\ 
Somit folgt aus (9.), dass 

(10.) 6 = co und ä = 

sein muss. 

Die von uns eingeführte Hypothese (1.) bringt also mit 

sich, dass die Functionen a = a{f), a> = o(r), cd = (o(r) die 
durch (10.) ausgedrückte Beschaffenheit besitzen. In jeden- 
falls nicht minder zuverlässiger Weise ist früher bereits (pa<*. 145) ge- 
funden, dass zwischen (o = a(r) und cj = oj(r) die Relation statt- 
• findet : 

(IL) „ + 4* (£)•_,£, 

Aus (10.) und (11.) aber ergiebt sich sofort: 
(12.) * = «> = - 4^ (g)', Ä-Ol 

Höchst überraschender Weise sind wir hiermit*) zu 
genau demselben Werthe der Function a gelangt, zu wel- 
chem eine frühere, von völlig andern Gesichtspuncten 
ausgehende Betrachtung bereits hindrängte. Denn der in 
(12.) für a gefundene Werth stimmt vollständig überein mit dem- 
jenigen, der dieser Function 6 zuertheilt werden musste, um das für 
die elektromotorischen Kräfte eldy. Us entwickelte Elementärgesetz 
auch für solche Ströme, die mit Gleitstellen behaftet sind, in Ein- 
klang zu bringen mit dem von meinem Vater aufgestellten Integral- 
gesetz (vergl. pag. 155). 

Diese Uebereinstimmung aber dürfte, weil jenes Integralgesetz 
auch für den Fall von Gleitstellen experimentell geprüft und bestätigt 



*) Durch (12.) ist zugleich der früher (Note, pag. 183) in Aussicht gestellte 
Nachweis dafür geliefert, dass oj identisch mit Null, folglich die Helm- 
holtz'sche Constante k identisch mit — 1 sein muss. 
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worden ist, als ein gewichtiges Indicium anzusehen sein für die Zu- 
verlässigkeit der von uns angestellten Betrachtungen. 

Um sämmtliche Functionen von r, mit denen wir es zu thun 
haben, zusammenzustellen, sind zu (12.) noch hinzuzufügen die Formeln 
(pag. 44) : 

Vermittelst (12.) und (13.) können sämmtliche Functionen ff, co, co, q } q 
ausgedrückt werden durch '^. Bequemer aber wird es offenbar sein, 
die Function 

(14 , — "'6*)" 

in den Vordergrund zu bringen, und durch diese die übrigen aus- 
zudrücken. Man erhält alsdann : 



(15.) 



Durch Substitution dieser Werthe in das für die elektromoto- 
rischen Kräfte entwickelte Elementargesetz, gewinnt jenes Gesetz 
(pag. 180) folgende einfachere Gestalt : 

„Sind A und B irgend zwei in Bewegung begriffene Körper, ferner 
„m irgend ein Punct von A 9 und Dv t irgend ein Volumelement von 
„2?, und sollen in Bezug auf ein ebenfalls in beliebiger Bewegung be- 
„griffenes Axensystem (x, y y z) die Componenten 

Xo 1 dt, Y * dt, ZJ dt 

„derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us angegeben werden, 
„welche Dv t während der Zeit dt in m Q hervorbringt, so bilde man 
„zunächst die Bichtungscosinus 

x o— x \ p _ Vo— V\ r z *— z \ 



II 
CO 


= 


o, 








6 


= 


CO 


} 






Q 


= 


— 


2w 
r 


+ 


dca 
dr' 


II 
9 


= 


+ 


2co 
r 


• 





(16. a) A-üL_±i, B = 

„wo x 0f y 0f O die Coordinaten von m , ferner x x , y s , z x diejenigen 
„von m x , und r die Entfernung zwischen m Q und'Dvj vorstellen;" 

„sodann bilde man mit Bezug auf die in Dv t vorhandenen Strö- 
„mungscomponenten u x , v x , w x die Ausdrücke : 
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192 Die elektromotorischen Kräfte- eldy. Ursprungs für 

j, — Am, + Bv { + Yw X9 
ff = »Aj u P' = y (u t — Aj,) + ~ Ai, , 

(16. b) „ D . D „ 2©, D-N I ^»D- 

v Q =<oBj t , P= — (v { _ ßj f ) + ^ Bj, , 

q = (öO,, p = — k - rj,) + ^ r^ ; 

„von jenen gesuchten Componenten wird alsdann die erste fol- 
genden Werth besitzen : 

(16.0 X » dt - Dv,(( J -g^--g:^o -^ W -?*' + AQ) 

, Dv <» [A * j, -i, (JA + B d n - r*0.)] 

„wo 8a n , dß , Sy die Drehungen des Körpers A während der Zeit 
„dt bezeichnen respective um die Axen x, y, s." 

Beachtet man nun aber die aus (16. b) entspringenden Relationen: 
Q" dy - Q'" Sß„ = «i, (B dy - T d/} () ), 

dQ' — P dr _ a d (Ai,) — — («,- Aj,) dr, 

AQ' = uAAj,, 
so reducirt sich die Formel (16.c) auf: 

X,,' tf* - Dv, (| d (Aj,) - » («, - Ai,) dr + oAAj.) 

+ Dv 1 |(Adi 1 -j;dA), 
oder (was dasselbe) auf: 

X - * = Dv, [. A Wl + Ai,) + ? Wt =LÄl*r] • 

Hiefür aber kann, weil dj t + A/i = dj t und dr = dr ist, auch ge- 
schrieben werden : 



oder auch : 



X/ 4« - D v, [. A dj, + ^N^h)Jr] , 

X M. = Dv,[A^M)- M ,^], 
oder mit Rücksicht auf (16. a): 

1,'ä-Dt, [*=* ^Ö _ Ml -iT]. Ebenso wird : 
( 17.a) F.. dt = Dv, [*=* "^ - ., •£] • 

2;. ,** _ dv, [4=ä £*&r) _ Wi ?j*r] . 
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Hier kann j x bezeichnet werden als die Componente der in Dv, vor- 
handenen elektrischen Strömung u l9 v 17 w 17 genommen nach r; denn 
es ist nach (16.a,b) : 

(17. b ) j = (*o — *i) u i + (Vo — yQjgj + (^o — ^i) . 

Diese Formeln (17.a,b) repräsentiren das Elementar- 
gesetz der elektromotorischen Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs in seiner definitiven Gestaltung , und zwar für den 
allgemeinsten Fall, dass beide Körper, der inducirende 
wie der inducirte, von beliebiger Gestalt und Grösse sind. 
Dabei ist von Neuem zu bemerken, dass das den Formeln zu Grunde 
gelegte rechtwinklige Axensystem (x, y, z), ebenso wie in (16.a,b,c), 
weder absolut fest, noch auch starr verbunden zu sein braucht mit 
einem der beiden Körper, sondern vielmehr begriffen gedacht werden 
kann in irgend welcher eigenen Bewegung. Diese definitiven For- 
meln (17.a,b) zeichnen sich gegenüber den frühern Formeln (16.a,b,c) 
in vortheilhafter Weise dadurch aus, dass sie nur mit den wirklichen 
oder totalen Aenderungen d, nicht aber mit den partiellen Aende- 
ruhgen 8 7 A behaftet sind. Versuchen wir das in diesen Formeln' 
(17.a,b) enthaltene Resultat möglichst einfach und übersichtlich dar- 
zulegen, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszudrücken 
haben : 

Das Elementargesetz für die elektromotorischen Kräfte elektrody- 
namischen Ursprungs*). Sind zwei Körper A und 2? in beliebi- 
gen Bewegungen begriffen, während gleichzeitig im Innern 
eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfin- 
den, und bezeichnet m einen Punct des Körpers A, ferner 
Dv t ein Volumelement von B, so wird die von Dv t im Puncte 
tw während der Zeit dt hervorgebrachte elektromotorische 



*) In ungefähr derselben Form habe ich das Gesetz bereits am 3. August 1872 
der Kgl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften mitgetheilt. Vergl. die betref- 
fenden Berichte, pag. 21, 22; ferner auch eine Notiz in den Mathematischen An- 
nalen, Bd. V, pag. 619. — Für den Fall beträchtlicher Entfernung wird 

A 2 

«> = ; so das 8 also in diesem Fall die Kräfte (18. a, b) die Werthe an- 
nehmen :. 

Diese Formeln aber sind es, welche ich der Kgl. Ges. d. Wissensch. damals mit- 
theilte. Absichtlich hatte ich mich nämlich damals, um einen vorläufigen Ueber- 
blick meiner Untersuchungen möglichst zu erleichtern, beschränkt auf den Fall 
einer beträchtlichen Entfernung. 

Neumann, die elektrischen Kräfte. 13 
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Kraft eldy. Us im Allgemeinen immer zusammengesetzt 
sein aus zwei Kräften. Die eine derselben fällt in die 
Richtung der gegenseitigen Entfernung r 7 und besitzt die 
Stärke: 

(18.a) +D Tl ^), 

woj! die Componente der inDvj vorhandenen elektrischen 
Strömung i t bezeichnet, genommen nach r, und zwar nach 
derjenigen Richtung vonr, in welcher die Kraft gerechnet 
ist. Die andere ist parallel mit der Strömung i X9 und be- 
sitzt, in der Richtung von i t gerechnet, die Stärke: 

(18.b) -J)y i n Y r - 

Dabei ist unter cd die Function zu verstehen 



OM — «■*(g) , < 



so dass also dieses co für beträchtliche Entfernungen iden- 

A 2 

tisch ist mit • 

r 

Gehören m und Dvj ein und demselben Körper an, und be- 
dient man sich eines Axensystemes (#, y, &) } welches mit diesem Kör- 
per starr verbunden ist, so sind x , y Q , # , x X7 y x , z X7 r unveränder- 
lich; so dass man also in diesem Falle aus (17.a,b) erhält: 

j t r = fo— *,) m, + (y n — yd v t + (*„—*,) w if 
folglich : 

x tdt = Dv © x °~ Xt (^ 0—^)^1 +(yo-yi)^t +<v-g|)<*»i und 



d9.) y « dt = Dv « % ~ y * ( x »- x t) du i +(y*-y\) dv \ + ( g n~ z \) dw \ 

Z i dt = Dv ra -°— » (-Cq— a^i ) <^«i + (ffo— g/i) <fe t + fo— *i) <**! 



Diese Formeln stimmen für beträchtliche Entfernungen, weil für 



A? 
r 

für eben denselben Fall aufgestellten *). 



solche co = ist, vollkommen überein mit den von Kirch ho ff 



A 2 

*) Für co = erhält man nämlich : 



xm* — 4«Dv (gongt) [jgoz^ij ^ i + (yo-yO <fy + (* - * t ) M \_ mA 
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§. 33* Dag gefundene Elementargesetz in seiner Beziehung zum 
F. Neumann 'sehen Integralgesetz. 

Das Elementargesetz für die elektromotorischen Kräfte eldy. Us 
hat sich unter unsern Händen von Stufe zu Stufe entwickelt, und 
schliesslich die in (18. a,b, eingegebene definitive Gestaltung erlangt. 

Bei einer gewissen Stufe der Entwicklung, wo das Gesetz noch 

behaftet war mit drei unbekannten Functionen tf, co, co, zeigte sich, 
dass dasselbe mit dem von meinem Vater aufgestellten Integralgesetze 
auch für den Fall von Gleitstellen in Einklang sein würde, falls 
man nur der Function den Werth zuertheilen wollte: 



(20.) —"'(£)' 



(vergl. pag. 155). Doch haben, wir damals diesen Werth von wirk- 
lich eintreten zu lassen, beanstandet, weil die Zuverlässigkeit des ge- 
nannten Integralgesetzes für den Fall von Gleitstellen in Zweifel 
gezogen werden kann. 

Inzwischen sind wir nun aber von einer ganz andern Seite, durch 
Betrachtungen, gegen deren Sicherheit wohl kaum ein Bedenken vor- 
liegen möchte, zu eben demselben Werthe von hingedrängt worden, 
in (12.); wir haben demgemäss jenen Werth , wirklich adoptirt, 
und somit diejenige Bedingung, welche zur Uebereinstimmung des 
Elementargesetzes mit dem genannten Integralgesetze für den Fall von 
Gleitstellen erforderlich war, wirklich erfüllt. — Demnach können 
wir sagen : 

(21.) .... Bringt man das gefundene, durch die Formeln 
(17.a,b) oder (18.a, b, c) in seiner definitiven Gestaltung aus- 
gesprochene Elementargesetz in Anwendung auf zwei in 
beliebigen Bewegungen begriffene gleichförmige Strom- 
ringe, so wird man, einerlei ob jene Ringe von Gleitstellen 
frei oder mit solchen behaftet sind, immer hingelangen 
zu dem F. Neumann'schen Integralgesetz. 



|« 34. Die durch das Axiom der lebendigen Kraft postulirte Function. 

Sind j Q , j x die Componenten der in Dv , Dv, vorhandenen elek- 
trischen Strömungen i 0f i t , genommen nach r (Dvj^-^Dvo), und 



ähnliche Werthe für Y l dt, Z { dt Diese aber sind, falls man die Con- 

8 
stallte A* mit -^ bezeichnet, identisch mit d< 

(Poggendorff's Annalen, Bd. 102, pag. 530). 



g 
stante A* mit -^ bezeichnet, identisch mit den von Kirch hoff angegebenen 



13* 
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sind ferner Ö , 0,, E die im Ampere'schen Gesetz (pag. 44) auf- 
' tretenden Cosinus, so wird : 

: _ f - a _ (^o — X t ) Up + (y — jfi) ^o + (go — ^i) Wo 
(22.) j\ = i Q x = (^o - x \) u \ + fro - gl) gl + (go — *i) "i ? 

fyi, E = ti w f + tf n t>, + «0 o t0,. 

Bei Anwendung dieser Bezeichnungen haben die Componenten X J rftf, 
IV d£, ^o 1 dtf derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche 
Dv 1 während der Zeit dt in Dv hervorruft, die Werthe : 

X . dt = Dv, [*=*« ü* W _ M , -iT] , 
(23.) F.» d* - Dv, [ifiLZJb -*fcL> _ ,, •£] 

vergl. (17.a,b). Nun kann [nach früheren Untersuchungen (pag. 14)] 
das von Dv, in Dv während der Zeit dt durch diese Kräfte eldy. Us 
hervorgerufene Wärmequantum (^(VVdy.us ausgedrückt werden durch 
die Formel : 

(24.) Wo' W o. = D t (X n ' u n + F « t; + Z » ip ) <**; 
woraus durch Substitution der Werthe (23.) folgt: 

(25.) WWn. = Dt. Dt, \^ßPA _ ^ E •£] . 
Ebenso wird offenbar : 

(26.) (dftWu. = Dt. D v, p^^) _ ^ E ^l] . 
Hieraus folgt durch Addition : 

(27.) (<%< + rf«,-Wn. = Dv Dv, pLi^M) _ 2i i,E ^- f ], 
oder (was dasselbe ist) : 

(28.) (rfft'-WW o. = Dt Dv, [^ (j j, -i i, E) + ».«*(;,*)]• 

Andererseits kann dasjenige Quantum lebendiger Kraft, wel- 
ches die beiden Elemente Dv undDVj vermöge ihrer Kräfte eldy. Us 
während der Zeit dt in einander hervorbringen, dargestellt werden 
durch die Formel: 



(29.) (diy + dT^) eläj . Ua — R dr y 
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wo B die zwischen den beiden Elementen vorhandene ponderomotorische 
Kraft eldy. Us vorstellt. Diese Kraft hat nach dem Am pe re 'sehen 
Gesetz den Werth*): 

(30.) B - Dv Dv t . i,i, (90,9, + q E), 

wo q, q, unter Anwendung der von uns eingeführten Function 

m — 4*(£)', 

in folgender Weise dargestellt werden können : 

Durch Substitution dieser Werthe (32.) in (30.) folgt : 
(33.) B = Dv Dv, . i i t [^ (E - e ft 0,) + Q^ d £\ , 

oder mit Rücksicht auf (22.) : 
(34.) B = Dt, Dv, [^ (m,E -jJJ +jj t ^] • 

Somit folgt aus (29.) : 

(35.) («OV+<aVWu. = Dv (1 Dv, p^ (VtE-Ä/O+Ä/i *»] • 
Durch Addition von (28.) und (35.) ergiebt sich sofort : 

(36.) (dQ \ + <W + ^o' + <«V V* u. = Dv ( , Dv, . d («iJ,). 
Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente Dv und 
Dv t aufeinander besitzt daher den Werth: 

(37.a) (-lJDvoDVi.©,/^, 

ein Werth, welcher mit Rücksicht auf (22.) auch so dargestellt werden 
kann : 

(37.b) (— 1) . i Dv . i t Dvj . o GoGi . 

Dieses Resultat stimmt vollständig überein mit äen Ergebnissen 
früherer**) Untersuchungen. 

*) Dieser Werth ist den Formeln pag. 44 entnommen; wobei aber 
*o D v . t, D V| statt J D s . J t D s t 
zu setzen war (vergl. pag. 160). 

**) Es war nämlich auf pag. 186 für das in Rede stehende elektrodynamische 
Postulat der Werth gefunden worden: 

(-rMoDvo.^Dvj.ß, 
wo Q = a>Q Q t -f- m E war. Inzwischen aber hat sich (pag. 190) herausgestellt, 
duss die Function u> den Werth Null hat; bo dass also ß identisch ist mit coQ Q { . 

Digitized by LiOOQ IC 
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§• 35. Zusammenstellung der für die ponderomotorischeu und elektro- 
motorischen Kräfte eldy. Us gefundenen Formeln« unter Anwendung der 

Function od. 

Diese Function w war definirt worden durch 

(38.) — ""(£)'. 

und wird also für beträchtliche Entfernungen identisch sein mit 

A 2 
; denn es bedeutet ip jene früher (pag. 46) besprochene Function, 

welche für beträchtliche Entfernungen identisch mit j/r ist. 

Die ponderomotorische Wirkung eines Stromelementes i l Dv l 
auf ein anderes solches Element i Dv ist, nach (33.), dargestellt 
durch die Kraft: 

(39. a) B = Dv Dv, . i i t [^ (E - 9 o e t ) + ^ . e O x ] , 

gerechnet in der Richtung r (Dvj m-+ Dv ). — Andererseits wird die 
elektromotorische Einwirkung von ijDvj auf i Dv , nach (23.) 
ausgedrückt sein durch die beiden Kräfte : 

die erstere gerechnet in der Richtung r (Dvj »-> Dv ), die letztere in 
der Richtung i r — In diesen Formeln (39.a,b) bezeichnen O , l die 
Cosinus derjenigen Winkel, unter welchen i 0} i x gegen die Linie 
r (Dvj m-> Dv ) geneigt sind, und E den Cosinus desjenigen Winkels, 
welchen i und i t mit einander einschliessen. 

Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente ioDv 
und ij Dvj aufeinander hat, nach (37. b), den Werth: 

(40. a) (— 1) Dv Dvj . i^ . <o 9^. 

Endlich wird (vergl. pag. 166) das elektrodynamische Potential 
P irgend zweier Körper aufeinander dargestellt sein durch 

(40. b) P = (+ 1) . 2J2J (D v D v t . i i t . co 9,9,). 

Bei den Kräften elektrodynamischen Ursprungs unterscheiden 
sich also Potential und Postulat durch entgegengesetzte Vor- 
zeichen; während sie übereinstimmendes Vorzeichen hatten bei 
den Kräften elektrostatischen, und auch bei den Kräften ordi- 
nären Ursprunges (vergl. pag. 33 und pag. 24). 
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§• 36. Zusammenstellung und weitere Entwicklung der für die Kräfte 
elektrodynamischen Ursprungs erhaltenen Formeln, unter Anwendung 

der Function ty. 

Jede Grösse /, welche bei der gegenseitigen ponderomotorischen 
und elektromotorischen Einwirkung zweier Stromelemente % D v und 
i t Dvj in Betracht kommen kann, wird, wenn wir an den zu Anfang 
des vorhergehenden Abschnitts (pag. 157 — 159) eingeführten Bezeich- 
nungen festhalten, in letzter Instanz abhängig sein*) von den zehn 
einander co ordinirten Argumenten: 

(1 \ ?Q> tyo> hf T Q> '07 

V\) tyi> ht r i> mJ 
so dass also die Differentiationen nach diesen Argumenten, ohne Aen- 
derung des Endresultates, mit einander vertauscht werden können. 
Zur Abkürzung war damals, mit Bezug auf jede solche Grösse f] 
gesetzt worden : 



(2.a) 






ferner : 

(2.b) öf-ÖJ+ÖJ, A/ = A / + A,A 

so dass also das dem Zeitelement dt entsprechende vollständige 
Differential dt sich darstellt durch : 

(2.c) df=df+Af. 

Zu diesen Charakteristiken <J , d l} S und A , A J; A mögen nun 
noch folgende hinzugefügt werden: 



(2.d) 






Differenzirt man die erste dieser beiden Formeln nach r , und be- 
achtet man, dass u , i) , Xo von r unabhängig sind **), so erhält man: 



*) Insbesondere mag noch erinnert sein an die damals angegebenen Formeln : 

Uoi &o> ü>o = i (*o> *)o> Sj> 1"o), Ui, » tl »i = H Oi, l)i, ji, TO, 

wo x 0i Voy z o UQ d a5 n y u z t die absoluten Coordinaten der Elemente t' Dv und 
t'iDVi vorstellen, während andererseits Uoi Do> ti) un< * u i» &i> ^i ^ e Componen- 
ten von i und i, in Bezug auf die mit den beiden Körpern starr verbundenen 
Axensysteme (%, i)o> fo) und (r lf t)i, ji) bezeichnen. 
**) Vergl. die vorhergehende Note. 
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d M dt - ( ^ u 4- d,f » + * f -\ dt 

— äsr- "• + -r*— - + ~;— *•' 

wofür mit Rücksicht auf (2. a, d) einfacher geschrieben werden kann : 

^(8 /-) = 9„(V), 
oder kürzer : 

S od f=d *o/"- 

In dieser und ähnlicher Weise erkennt man leicht ; dass die Ope- 
rationen 

(2.e) d , d u d in d t 

in ihrer Reihenfolge, ohne Aenderung des Endresultates, beliebig mit 
einander vertauscht werden können; während solches z. B. bei d , 
A nicht gestattet sein, würde *). 

Sind s und s, die augenblicklichen Richtungen der in den beiden 
Elementen vorhandenen elektrischen Strömungen i und i l} so erhält 
man : 

ds« dx ds ~ r at) ds {) ^ d io ds } 

= K "o , df % df W 

folglich durch Multiplication mit i und init Rücksicht auf (2.d) : 

In solcher Weise erhält man die Formeln : 

{*.<) Hg-hf, C^ r hf, Vi^ = W 

Es sollen nun hier die von i { Dv l auf i Dv ausgeübten ponde- 
romotorischen und elektromotorischen Kräfte betrachtet werden; 
dabei mögen die Componenten dieser Kräfte bezogen werden theils auf 
das absolut feste Axensystem (%,y>z) 7 theils auf das mit der pon- 
derablen Masse von i Dv s *arr verbundene Axensystem (jc , i) 0; gj. 



*) Die Operationen d , A sind nicht miteinander vertauschbar, weil die bei 
der Operation d auftretenden Factoren it„, d , xo abhängig sind von T . 

o 

Aebniiches ist zu bemerken von den Operationen da, « — • Dieselben Bind 

0X0 
nicht miteinander vertauschbar, und zwar deswegen, weil die bei der Operation 
d nuf tretenden Factoren Uo, *>„, tv abhängig sind von r , t) , &>. 
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I. Die ponderomotorischen Kräfte eldy. Ursprungs. 

Die von i x Dv t auf i Dv ausgeübte ponderomotorische Kraft 
jR hat nach dem Ampere'schen Gesetz [vergl. die Formel (8.), pag. 
160] den Werth : 

wofür mit Rücksicht auf (2. f ) auch geschrieben werden kann : 

(3.) B-^'Dv.Dvj^U.a,^. 

Die Componenten £ und X dieser Kraft respective nach den Axen Xo 
und x lauten daher •) : - 

(4.) X-^DtoDt,^!?. V,*, 

und: 

(5.) Z-4^Dt Dt,.2|| .d,9 t 1,. 

Die vom Element i i Dv 1; vermöge seiner ponderomotorischen Wir- 
kung eldy. Us, während der Zeit dt in i Dv hervorgerufene lebendige 
Kraft (dT i )eidj.VB steht zur Kraft ü(3.) in der bekannten Beziehung: 

(60 {d r o 0eid y . üb = B %- dt = R d r , 

und erlangt daher durch Substitution des Werthes (3.) den Ausdruck: 
(7.) (rfZVWu. = 4^ Dv Dv, . 2d i> . d,d^ ; 

wofür, weil die Operationen d Q , d Q , d t in ihrer Reihenfolge vertausch- 
bar sind, auch geschrieben werden darf: 

(8.) (rf2y)eldy.Us = 

= 4 J? Dv Dv> [- <J (8 * . drf) + a (drf . d ü) + d t (d tl> . * *)]. 

Eine mit (8.) analoge Formel resultirt für (rf2 7 1 ü ) e idy.U8. Addirt man 
diese zu jener, so folgt : 

(9.) (dr » + dr/>) eldy . U8 == 

= 4^ 2 Dv D Vl [— 8 (d n> .d x i>) + d (d { i> . du) + d, O * . dti,)]. 



*) Die Formel (4.) in die Gestalt 

versetzen zu wollen, würde nicht gestattet sein, weil die beiden Operationen 
a , *-- nicht mit einander vertauschbar sind (vergl. die vorhergehende Note). 
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II. Die elektromotorischen Kräfte eldy. Us. 

Bezeichnet man die von i { Dv t während der Zeit dt in irgend 
einem Puncte des Elementes i Dv ft hervorgebrachte elektromoto- 
rische Kraft mit 

(10.) Edt, 

und mit 3£ dt, s )) dt, 3 dt die Componenten dieser Kraft nach den 
mit der ponderablen Masse von i Dv starr verbundenen Axen 
(v u , t) , Jo), ferner mit Xdt, Y dt, Z dt die Componenten derselben 
nach den absolut festen Axen (x, y, z), so gelangt man auf Grund 
des gefundenen Elementargesetzes (pag. 193) und durch Ausführung ge- 
wisser Rechnungen, welche erst später mitgetheilt werden sollen, zu 
der Formel: 

(1 1.) * dt = 4-4» D v, [d (g ,*,*)- ^- (0, * . **)] , 
und von dieser zu der etwas complicirteren Formel : 
(12.) Xdt- iA* Dt, [d (||- . 9,*) - A (»,* . «*)] 

wo da , d/J , <Jy diejenigen Drehungen vorstellen, welche die pon- 
derable Masse des Elementes i Dv während der Zeit dt ausführt mit 
Bezug auf die drei absolut festen Axen x, y, z. Den Formeln (11.) zu- 
folge, scheint also die Kraft Edt (10.) abhängig zu sein von den eben 
genannten Drehungen. Dass indessen diese Abhängigkeit in der That 
nur eine scheinbare ist, geht deutlich hervor aus den Formeln (11). 
Die vom Elemente i i Dv,, vermöge seiner elektromotorischen Wir- 
kung eldy. Us, während der Zeit dt im Elemente i {) D v hervorgerufene 
Wärmemenge (döoOeidy.us bestimmt sich durch die bekannte Formel: 

(13.) (rf« ! Wu. = Dv (Xu + ?K + 3»o) **> 

wo Hdt, *$)dt, Qdt die in (11.) angedeuteten Componenten vorstellen. 
Substituirt man für diese Componenten ihre Weiche* so folgt mit 
Hülfe einer später mitzutheilenden Rechnung: 

(14.) (4V.U,- 

— ±A* Dv Dv t [d (d«i> . d t i>) — A (a ^ .d t i>) — a„ (», 1> . **)]. 

Eine analoge Formel gilt offenbar für (d öi°)ew y . u» Durch Addition 
beider folgt : 

(15.) (^ 1 + rfftVu» = 
=4JL 2 Dv Dv l [2d(a ^.a 1 ^)— Aid^.dit)— »6 (»!*•'*) -8i(8o*-'*)I- 
Endlich folgt durch Addition von (9.) und^(15.) : 
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(16.) (diy + dTf + dQJ + dQ^w - 

sodass also das elektrodynamische Postulat der betrachteten 
Elemente i Dv und i { Dv t dargestellt sein wird durch*) : 

(17.) (- 1) . AI? D v D v, . dtf . d t tp . 

Es bleibt noch übrig, die Ableitung der hier angegebenen Formeln 
(11.) bis (17.) näher zu besprechen. 

Das von uns für die elektromotorischen Kräfte gefundene Ele- 
mentargesetz war durch Formeln [(17.a ; b), pag. 192] ausgedrückt, 
denen jedes beliebige rechtwinklige Axensystem zu Grunde gelegt 
sein darf. Nimmt man für dieses System das mit der ponderablen Masse 
von i Dv starr verbundene System (jc , ty , fo), so erhält man für 
die entsprechenden Componenten Xdt, tydt, &dt der Kraft Edt (10.) 
folgende Werthe : 

(«.) fcK-DT^^^WO-ü^i 

ähnlich tydt und Qdt. Es sollen nämlich, nach wie vor, Xo> tyo> So 
und u , *> ; too ^ e Coordinaten und Strömungscomponenten von t Dv 
in Bezug auf das Axensystem (j: , ty , &,) vorstellen; und in Bezug auf 
ebendasselbe Axensystem sollen y x> \) { , jj und u j? D 1; Xo t die 



•) Nach (2.d) ist: 

dtf (dr dr ^ . 0r \ 

= 57 Wo^ + ä^^ + äTo^- 

Hieraus folgt : 

und ebenso erhält man : 

wo J und J, die Componenten von t und t, nach der Linie r (D Vi »-► D v ) vor- 
stellen. Der Ausdruck (17.) kann daher auch so geschrieben werden : 



D^Dr,.^*.^)*^. 



Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem früher [<37.a,b), pag. 197] für das 
elektrodynamische Postulat erhaltenen Werthe : 

(—1) DvoDvj.oijfc/,, 
so bemerken wir vollständige Uebereinstimmung. Denn es ist 



=«-44* 



(£)'• 
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204 Die Kräfte eldy. Ursprungs. — Zusammenstellung und 

Coordinaten und Strömungscomponenten von i x Dv, sein. Daneben 
ist zu bemerken, dass a und rj t die Bedeutungen haben: 



« ' — «*(£)' 



(y-) rj t = (jcö — fc) u t + (9o — 9i) »i + (So — ii) toi- 
Endlich ist mit Bezug auf jene Formel (a.) zu bemerken, dass man 
im letzten Gliede derselben ganz nach Belieben ör 7 oder statt 
dessen auch dr schreiben darf*). 

Da alle Grössen in letzter Instanz durch die zehn Argumente 
(1.) ausgedrückt zu denken sind, so werden r,, ty t , j, als Functionen 
von 

r und je,, fc, j,, r 1? 

andererseits u,, & 1; tt)j als Functionen von 

r und r,, ty,, j,, r 1? T| 
> 
aufzufassen sein. Durch partielle Differentiation der Gleichung (y.) 
nach j; folgt daher : * 

oder (was dasselbe ist) : 

Somit kann die Componente liät (cf.) auch so dargestellt werden : 

Beachtet man nun, dass das erste Glied dieses Ausdruckes der Um- 
gestaltung fähig ist : 



*) Im Allgemeinen ist nach (2.a,b,c); 

df-df+Af. 
Ist indessen die Grösse f von den elektrischen Verhältnissen unabhängig, mit- 
hin unabhängig von den Argumenten T , T lf so wird 

A/*= 0, und folglich : df = 9 /. 
So ist also z. B. : 

dr = dr, 

und aus demselben Grunde z. B. auch : 

Von diesen letzteren Formeln wird weiterhin Gebrauch gemacht werden. 
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. dr ~ , . dr adr 
so erhält man sofort : 
W *<*< - Dt, [dß± .;,)-.;, . 6 |L -/, |L *„ - |j .„] . 

Hiefür aber kann, weil einerseits 

9 dr_ = a*r 

^o ~ Ho. ' 
und andererseits 

dr * ^r rfo . de* j. 

0y o »ft, rfr dU 

ist, auch geschrieben werden : 

oder (was dasselbe ist) : 

(,.) X* = Dt, [* (g- .,-,) - gl (•;, 6»] , 

oder, falls man für o seinen Werth (ß.) substituirt: 

C) „« = ^D„[-,(g^,) + A(g,,.„)]. 

Nun ist aber : -5— _;',== — a, #. Somit folgt": 

(«.) Xd* = 44 l Dv, [d (|^ . d^ — JL faf , 04,)]. Ebenso wird: 

(«OD«« - 4^Dv, [<*(£! . 9,*) - A (3,* . o»] , 
(i.) 3<ft = 4^Dv, [d g£ . a, *) - A (a, * . o»] . 

Durch (t.) ist der Beweis geliefert für die Formel (11.): 

Um den Beweis der folgenden Formel (12.) zu erhalten, bedarf 
es ebenfalls ziemlich mühsamer Betrachtungen. Es waren [vergl. den 
Anfang des vorhergehenden Abschnitts (pag. 158)] mit 

«b-^ + Cfc + Cto + C"»*,, 

(**i.) yo - c* + c» h + c» 9o + o» Jo , 
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die Relationen bezeichnet worden , welche stattfinden zwischen den 
beiderlei Coordinaten x Q , y$ } z und ? , ty , j des Elementes i Dv . 
Demgemäss'lst : 

— - = etc. etc. : 
woraus durch Umkehrung folgt: 

^- = etc. etc. 

Multiplicirt man die Gleichungen (/t 2 .) der Reihe nach mit 8C U , 8G n , 
dC iS (d.i. mit denjenigen Zuwüchsen, welche (7", C 12 , 6 T|3 erfahren 
während der Zeit dt), so erhalt man: 

|* dC < + 1*- *C«+ 1^ dG" - f-* . 2 (CW*) + 1* . 2 (0»*C»), 

also mit Rücksicht auf bekannte Relationen [(40. e), pag. 47] : 

wo da , öß 0} Sy diejenigen Drohungen vorstellen, welche die pon- 
derable Masse des Elementes i D v während der Zeit dt erleidet in 
Bezug auf die absolut festen Axen x,y,e. — Ferner ist zu bemerken, 
dass die beiderlei Componenten X, Y } Z und 36, 9), 3 der elektro- 
motorischen Kraft E (10.) zu einander in den Beziehungen stehen: 

Wv) F= etc. etc. 

Ist f eine beliebige Grosse, d. h. eine von den zehn Argumen- 
ten (1.) abhängende Grösse, so bedarf es, um mit den Ableitungen 

k^- » ^- » ^- einen bestimmten Sinn zu verbinden, einer näheren 

dx ' dy Q ' d^ ' 

Determination. Diese sei dargestellt durch die mit (p z .) analogen 
Formeln : 

. (*) 



ton dVo ^ fyo ^ !>h ' 

-i- = etc. etc. , 



wo also C n = cos (x Q , x), C 12 = cos (ty 0; x), C 13 = cos (j , #) ist, 
u. s. w. 
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Multiplicirt man nun die Gleichungen (i.), (x.), (A.) mit den Co- 
sinus C n , C 1 *, C 13 , und addirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf 
(/i 5 .) und (v.) sofort: 

(|.) Xdt = 4Ä* Dv, [u - j|- (a, ♦ .**)], 

wo Z7 den Werth hat: 

mithin auch so dargestellt werden kann : 

Nun sind die dC offenbar identisch mit den dC. Mit Rücksicht auf. 
(ji 3 .) und (/i 4 .) kann daher die Formel (o 2 .) auch so dargestellt werden: 

Substituirt man aber diesen Werth von ü in (6.); so folgt: 
(«.) XÜ-^'Dy,^^.«,*)-^^,*.*»)] 

und dies ist die zu beweisende Formel (12.). Aus den eben #% 
angestellten Erörterungen geht hervor, dass diese Forme 1 
nur dann gültig ist, wenn man in Betreff der Ableitungen 

JL JL JL 
dx > dy ' ds 

festhält an der in (v.) gegebenen Definition. 

Die Wärmemenge (^(Wdy.us besitzt, wie schon in (13.) ange- 
geben wurde, den Werth : 

(f.) (<*#o 1 W us — D v (3Eu + $D + 3» ) rffc 

Substituirt man hier für 3£d£, gcft, $dt die in (t.), (x.), (X.) gefun- 
denen Ausdrücke, so erhält man: 

(*•) (WWüs = 4ii*Dv Dv, [V - O (dtf . **)]; 

hier hat V die Bedeutung : 

(*,0 >" «. <* (g • ».♦) + »» <* (^ • »*) + »0 <* g| • *,*) , 

und kann also auch so dargestellt werden : 
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-«.♦.(g*. + £* + £**), 

oder auch so *) : 

(t 8 .) F= <Z (a ^ .d x 1>) — d x 1>. A a ^ , 

oder endlich, weil d,V von T unabhängig ist, auch so : 

(* 4 .) V= d(d 1>. d t *) - A (8 * . 8, *). 

Substituirt man diesen Werth in (ff.), so erhält man: 

(v.) (rföo%dj.Ui — 

= 4^ Dv Ihr, [tf (a ^ . 8,*) - A (8 * . 8,*) - 2 (8 t * • '*)] 5 

dies aber ist die zu beweisende Formel (14.). 

Der Uebergang von (14.) zu (15.), zu (16.), endlich zu (17.) be- 
darf keiner weiteren Erläuterung. 

III* Zugehörige Integralformeln* 

Finden in zwei Körpern A und B irgend welche elektrische Vor- 
gänge statt, so ist das elektrodynamische Potential P der bei- 
den Körper aufeinander definirt durch die Formel (pag. 166): 

(18.) P= - AA* . SS [üv Dt, (£)* i o o «,0,] , 

wo Dv , Dvj irgend zwei Volumelemente der beiden Körper, ferner 
i , i x die in diesen Elementen vorhandenen elektrischen Strömungen, 
endlich O , t die Cosinus derjenigen Winkel vorstellen, unter denen 



*) Es ist nämlich : 






Hieraus folgt durch Ausführung der Operation £<,: 

Nun ist im Allgemeinen d/*= $0/* + *i/"+ ^o/*+ At/- Die Componenten iio, ö > tüo 
sind aber unabhängig von r , r, , T,; so dass also z.B. d Uo> *|U » A,Uo Null 
sind, mithin du sich reducirt auf A u Uo. Mit Bücksicht auf die Relationen: 
du = Aoit , d»o =■ A & i dtt) = Aoty> kann die vorstehende Formel auch so ge- 
schrieben werden: 

Durch diese Erörterungen findet der Uebergang von (t 2 .) zu (t 3 .) seine Rechtfer- 
tigung. 
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h> h g e g en die Linie r (Dvj »-*Dv ) geneigt sind. Nun ergiebt 
sich leicht *) : 

aF^-a?^ — *•*• 

Somit folgt aus (18.) : 

(19.) P = 4A* . EX [Dv Dv< . d Q 4> . 8,*]. 

In (8.) und (14.) war mit Bezug auf irgend zwei elektrische Strom- 
elemente i Q D v und i x D Vj gefunden worden : 

(20.) (d2V)ei dy .u a = 

= 4^ D v D v, [- d (d f . d t Ü) + a (0, f . * *) + a t (d 1> . * ^)]. 

und ferner: 

(21.) (C?(? , )eld y .ü8 = 

— 4^ Dv D Vl [d (d Q f .d x Ü) — \'{d^ . 8t*) — a (»i* - **)]. 

Es sollen nun hier die Resultate untersucht werden, zu denen man 
gelangt, wenn man diese Formeln (20.), (21.) integrirt über sämmt- 
liche Elemente Dv und Dv t der beiden gegebenen Körper A und B. 
Dabei soll vorläufig keinerlei Voraussetzung gemacht werden, weder 
über die Bewegungen der beiden Körper, noch auch über die in ihnen 
stattfindenden elektrischen Vorgänge. 

Sind € und f die in den Volumelementen Dv und in den Ober- 
flächenelementen Do des Körpers A vorhandenen elektrischen 
Dichtigkeiten, und ist N Q die auf Do errichtete innere Normale, 
so stehen die zeitlichen Aenderungen dieser Dichtigkeiten zu den im 
Körper vorhandenen Strömungen u , tt , U) in folgender Beziehung 
(pag. 4 und 5) : 

dfo _ (^o i ^o , ^o\ 

(22.) dt ~ vr» d % HJ' 

~^ t — — (u cos(2f ,y ) -f t? cos(iV ,t) )-f tt) cos(iV ,j )). 

Ist nun F eine beliebige Function der zehn Argumente (1.), und be- 
dient man sich der früher (pag. 27) eingeführten Collectivbezeichnungen : 



(23.) O für P v °' H für fa> 



so erhält man für das über den Körper A ausgedehnte Integral 
27[Dv . d F] der Reihe nach folgende Umgestaltungen: 



*) Vergl. die Note auf pag. 203. 

Ken mann, die elektrischen Kräfte. 14 
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(24.) * (Dv, . ». F] _ Z [D ,. (g „, + 1£ „» + 1£ „„)] , 
- - 2? [Do ft F (»„ cos(JV ft> *,) + •• •)] 

-*[»%*0ä+-)]. 

also mit Rücksicht auf (22.): 

(25.) 27 IDv,, . »„JF] = 27 [do.,2^1] + 27 [Dv 2^] , 
oder mit Anwendung der Collectivbezeichnungen (23.): 

(26.) 27 [Dt. . 0,,-FJ = £ [o„ F *£] ■ 

In dieser Formel mag nun statt F das Product 

substituirt werden, wo /* (ebenso wie .F selber) eine beliebige Function 
der zehn Argumente (1.) sein soll. Alsdann ergiebt sich: 

(27.) 27 [Dv. . d n (0, * . fj\ = 27 [o ^ . 0, * . /] . 

Multiplicirt man diese Formel mit Dv, , und integrirt dann über 
sämmtliche Volumelemente Dv, des Körpers J8, so folgt: 

(28. a) 2727 [Dt Dt, . 0„ (0, *./•)]- ^ [o o ^ . Dr, . 0, «, . f] . 

In analoger Weise gelangt man offenbar zu der parallel stehenden 
Formel : 

(28. b) SS [Dv Dv t . 8, (9„* . /')] = 2?27 [o, ^ . Dv ft . d Q 4> . /"] . 

Der Bequemlichkeit willen mögen nun unter O 00 und O u folgende 
Abkürzungen verstanden werden : 

°«>« == ( »^"°) (DVi - 8,v ' ) ' 

]1 = (0 1 ^)(DT () .a ^; 

alsdann können die Formeln (28. a, b) so dargestellt werden : 

2727 [D v Dt, . 0„ (0, «, . /")] = 2727 [O nfl . fl , 
^ 2727 [Dt Dt, . 0, ({>„* . /)] = 2727 [0„ . f\ . 

Unterwirft man die Formel (20.) einer Integration über alle Dv 
von A, und über alle Dv, von B, so erhält man mit Rücksicht auf 
(19.) sofort: 
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(31.) (<*2VWu.= 

=- d p + 4A* . zs [Dt Dv, (a (a, v • o» + a, (a * . a </>))}; 

ebenso erhält man aus (21.) : 

(32.) (<WWo.= 

= + dP — A„P — 4^ . £2; [Dv„ Dv, . a (a, ^ . »*)]. 
Die in (31.) enthaltenen Integrale .£.£ können der Transformation 
(30.) unterworfen werden, indem man 6 ip als das f betrachtet. Man 
erhält alsdann : 

(33.«) (<*2y%a y . u. d P + 4AK 2K [(O ()0 + O u ) d f] ; 

und in analoger Weise wird offenbar auch die parallel stehende Formel 
sich ergeben : 

(33. 0) (tf 2VWu. = - *,P + 4.4* . 272? [(Ooo + O n ) *, ^] ; 
aus diesen beiden Formeln (33. cc,ß) folgt durch Addition sofort: 

(33. y) (dT A * + tf2VWus = — * P + 4^ . ZZ [(O 00 +O n ) dfl. 
Andererseits gewinnt die Formel (32.) durch Ausführung der 
Transformationen (30.) folgende Gestalt: 

(34. a) (rfGt*Wu. = dP— \P — *A* . 22 [O 00 . dt] ; 
die parallel stehende Formel lautet mithin : 
' (34.0) (WW u« = dP - A t P - 4A* . EU [O n . <J^] ; 
und durch Addition beider folgt : 

(34. y) (dQ A B +dQ ß *) eldj . Va =2dP-AP-4A\ £2 [(O 0ü + O n ) <fy]. 
Schliesslich erhält man durch Addition der Formeln (33. y) und (34. y) : 
(35.) [dT A * + dT B * + d Q A B + dQ ß ") eldy . ü8 — dP. 

Diese Formeln (33.a ? /J,y), (34. u,ß,y) und (35.) sind allge- 
mein gültig, ohne dass es über die Bewegungen der beiden 
Körper A,B, oder über die in ihnen vorhandenen elektri- 
schen Vorgänge irgend welcher Voraussetzungen bedarf. 
Bei ihrer Benutzung werden im Auge zu behalten sein die Bedeutungen 
von O 00 , lt (29.) r 

o 00 = (o ^)(Dv 1 .a 1 ^; 

t 36 -) / dH\ 

On^O,^)^.^); 

dY\ dH 

und ferner wird dabei im Auge zubehalten sein, dass O —.^ und 0, -y- 

Collectivbezeichnungen sind für folgende Ausdrücke : 

Dv *h Dv f- U -* 4- ^ -1- ^\ 

<*H„ , s . | Uv ° dt~ uv « W, + an + dj ' 



(37.a)O ^für 



Do -gj = — Do (uo cos (JV 0? r ) -j ) , 



U* 
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| Dt L's n, («Ü! 4. £5l 4. 8 JEi\ 

iDo, ^ — — Do, (i^cos^^H )> 

wo N die innere Normale von Do ft> und ^, diejenige von Do, vor- 
stellt. 

/7H fJVA 

Die Grossen O -y^, 0, ~^j- können also [nach (S7.a,b)] in 

doppeltet Weise ausgedrückt werden, entweder durch die elektrischen 
Dichtigkeiten s , «7, s xy Ti } oder durch die elektrischen Strö- 
mungen 'U , fc , U) , u t , t>,, tt)|. Wählt man die letztere Ausdrucks- 
weise, so werden die gefundenen Formeln (33. cc,ß,y) } (34.a,0,y), wie 
leicht zu erkennen, nicht nur gültig sein für die betrachteten Körper 
selber, sondern auch für beliebig gegebene Theile dieser Körper. 

Ohne indessen hierauf weiter einzugehen, wollen wir festhalten 
an der Betrachtung der ganzen Körper A und B; dabei aber an- 
nehmen, die vorhandenen elektrischen Strömungen wären im Innern 
der Körper überall gleichförmig, und an ihren Oberflächen überall 

dH 
tangential. Nach (37. a, b) verschwinden alsdann die —rr l} 

dt 

dV\ 
0, -jf t folglich nach (36.) auch die O^, O n ; so dass also in diesem 

Fall die Formeln (3'3.a,ß,y) die einfacheren Gestalten gewinnen: 

(38. «) (<WWu, <y P, 

(38./J) • (d2V)eiay. v. *i P, 

(38. y) {dT A B + dT B ") My . . *P; 

während gleichzeitig die Formeln (34.a,/3,y) sich verwandeln in: 
(39.«) (dQ A *).u r .v = dP-\P, 

(39./J) {dQ*%*,. ü. = dP - A, P, 

(39. r ) (dQ A * + dQtfiu,. u. = 2dP - AP; 

ungeändert bleibt die in (35.) angegebene Formel, sie lautet. nach wie 
vor : 

(40.) {dTS + dT B * + dQ A >> + dQ ß ^) M7 . v , = dP. 

Befinden sich also zwei Körper A und B in irgend welchen Be- 
wegungen, und können die in ihnen vorhandenen elektrischen Strö- 
mungen im Innern der Körper als gleichförmig, und an ihren 
Oberflächen als tangential angesehen werden, so werden, falls man 
das elektrodynamische Potential der beiden Körper aufeinander mit V 
bezeichnet, zufolge der Formeln (38. a) und (39. a) folgende Sätze 
gelten : 



Digiti 



zedby G00gk 



weitere Entwicklung der gefundenen Formeln. 213 

Erster Satz. Das vom Körper B, vermöge seiner Kräfte 
eldy. Us, während eines Zeitelementes im Körper A her- 
vorgebrachte Quantum lebendiger Kraft wird erhalten, 
wenn man den partiellen Zuwachs von P nach der räum- 
lichen Lage von A bildet, und denselben noch multiplicirt 
mit (— 1). 

Zweiter Satz. Das vom Körper B } vermöge seiner Kräfte 
eldy. Us, während eines Zeitelementes im Körper A her- 
vorgebrachte Quantum Wärme wird erhalten, wenn man 
den vollständigen Zuwachs von P bildet, und von diesem 
noch in Abzug bringt den partiellen Zuwachs von P, ge- 
nommen nach dem elektrischen Zustande von A. 

Von diesen beiden, Sätzen ist übrigens der erstere nicht neu, 
sondern schon früher (pag. 165) von mir abgeleitet worden. 
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Siebenter Abschnitt 

Vergleichung des für die elektromotorischen Kräfte gefun- 
denen Elementargesetzes mit demjenigen, welches von 
F. Neumann proponirt worden ist. 

Es wird gezeigt wurden, dass diese beiden Gesetze, wenn auch in vielen Fallen 

mit einander in Einklang, doch im Allgemeinen verschiedene sind. Ferner 

wird auf ein bestimmtes experimentelles Factum hingewiesen werden, welches 

für das erstere, und gegen das letztere Gesetz zu sprechen scheint. 



§. 37. Das für die elektrischen Kräfte gefundene Elementargesetz in seiner 
Anwendung auf lineare Leiter. 

Jede Grösse f, welche bei der gegenseitigen ponderomotorischen 
und elektromotorischen Einwirkung zweier linearer Stromelemente 
J" Ds und J t Dsj überhaupt in Betracht kommen kann, wird, falls 
wir festhalten an den in einem früheren Abschnitt (pag. 50 und 51) 
eingeführten Bezeichnungen, in letzter Instanz abhängig sein *) von 
den sechs einander coordinirten Argumenten 

/J \ 5 0» X Q> »Ol 

S l> T U '!' 



*) Insbesondere sei erinnert an die damals gegebenen Formeln : 
(«•) #o. y , z = X (s , r ), x t9 y,, z i = A («,", r,), 

(ß) /o-C(«b, T ), J t - = («„ T,) f 

w0 #o» 2/oi z o u °d x u y if z x die Coordinaten der beiden Elemente J Dfy und 
J t Ds, in Bezug auf irgend ein der Betrachtung zu Grunde gelegtes rechtwinkliges 
Axensystem vorstellen. 

Haben r, O , 0,, E dieselben Bedeutungen wie im Ampere 'sehen Gesetz 
(pag. 44), so folgt aus (a.) sofort, dass 

(y-) r, O , O E = (s 0l t , s„ *,), 

d. h. dass jede dieser Grössen r, O , G lf E in letzter Instanz abhängig ist von 
den vier Argumenten Sj, t , s,, t 4 . 
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Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs. 215 

so dass also die Differentiationen nach diesen sechs Argumenten, ohne 
Aenderung des Endresultates, mit einander vertauscht werden 
können. 

Demgemäss kann der einem gegebenen Zeitelement dt entspre- 
chende Zuwachs df zerlegt werden in. die vier partiellen Zuwüchse: 

(2.a) #-%*+>£* + £* + £*., 

wobei zu bemerken ist, dass die beiden letzten partiellen Zuwüchse 
verschwinden werden, sobald die betrachtete Grösse f lediglich von 
den räumlichen Verhältnissen abhängt. So wird z. B. die Formel 
(2. a), wenn man für f die gegenseitige Entfernung r der beiden Ele- 
mente J Ds , J i Ds i nimmt, die einfachere Gestalt gewinnen: 

(2.b) dr = p^dt + P^dt. 

Die ponderomotorische Wirkung der beiden Elemente J Ds 
und Jj Ds t aufeinander entspricht dem Ampere'schen Gesetz, und 
kann also dargestellt werden durch die Formel [(39. a), pag. 198]: 

(3.a) B = Ds Dsj . J n J t . P, 

wo *) alsdann P die Bedeutung hat : 

( 3.b) P-^?(E-e i e 1 ) + ^?e e 1 . 

Andererseits wird die von J, Ds, in irgend einem Puncte des Ele- 
mentes J Ds hervorgebrachte elektromotorische Wirkung, zufolge 
des von uns gefundenen Elementargesetzes, dargestellt sein durch die 
beiden Kräfte [(39. b), pag. 198J : 

„ _ | o d(rJ t e t ) 

(4.) ; 

v ' a> dr 



^ D'i^'i 



r dt 



'\ ? 



dabei sind die Kräfte B und E r gerechnet in der Richtung r(Ds { m-+Ds o y, 
und Ej k in der Richtung J,. — Ausserdem ist zu bemerken, dass r, 
O , 0j, E die bekannten Bedeutungen (vergl. z. B. pag. 44) besitzen; 
während cd die von r abhängende Function vorstellt: 



*) Dass man hier, wo es sich um lineare Stromelemente handelt, J T>s 
und J t D«i an Stelle von i T)v un d »iDv, zu setzen hat, ergiebt,sich leicht. 
Denn bezeichnet z. B. q den Querschnitt des Elementes Ds , so ist offenbar: . 

2 Ds = Dv und e/o = g *o» 
woraus durch Multiplication folgt: 

J Ds = i D v ; w. z. z. w. 
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216 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

(5.) .__ «*(£)'. 

Bezeichnet man, wie gewöhnlich, mit © diejenige elektromoto- 
rische Kraft, welche J t Ds x in einem Puncte von J Ds , und zwar 
in der Richtung von Ds hervorbringt, so wird offenbar: 

© = E r cos (r, Ds ) + Ej g cos (J, , Ds ), 
oder (was dasselbe ist) : 

iS = E r e + Ej l E, 
also durch Substitution der Werthe (4.) : 

eine Formel, welche auch so geschrieben werden kann : 
(6.) • - D„ [»6. ^> + 5 £ /, (6.8, - E)] . 

Es soll njm weiterhin diese Formel in Vergleich gestellt werden 

. mit der von meinem Vater für die Kraft (g proponirten Formel. Zu 

diesem Zwecke ist die hier gefundene Formel (4.) einer gewissen 

Transformation zu unterwerfen. 

dr 
Aus (3.b) ergiebt sich durch Multiplication mit J t Ds l -tt sofort: 

dt 

J, Ds, . P * - /, D S , [£ % (E _ e „e,) + J 6.6,] . 

Addirt man diese Formel zur Formel (6.) , so erhält man successive : 
dr 
dt 



(7.)e + J,D Sl .P^ = 



Multiplicirt man diese Formel mit dt, so erhält man : 

(8.) ®dt + J, Ds, . P dr 
= Ds, (rfj.) 0)00 0! +Ds, J, [o© de, + ^(E-0 O 0,) + O 0, dm] 
Benutzt man nun die bekannten Relationen (pag. 39) : 

W °t — i^. 

E-0 O 0, '35-35-, 
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lineare Leiter. — Das gefundene Elementargesetz. 217 

sowie die hieraus entspringende weitere Relation : 

(ß .) E _e e lfe -rf|ü, - 

und substituirt man für Q t und E — O Qi die durch (a.) ; (ß.) ge- 
botenen Werthe, so ergeben sich die Umformungen*): , 

(y.) c*e de l " e o d £ = — "^"^f* 

(0_ - e e 1 d«--e.^. jr< ir =__e ^ ; 

woraus durch Addition folgt: 

( g.) »e. ^e, + ^ (E-e e,) + e e, *. = - d ^-^ • 

Mit Rücksicht hierauf kann die Formel (8.) auch so geschrieben 
werden : 

(9.) Mdt + J x Ds, . P dr = Ds { (dJ x ) a> 000! — Bs t J x d ^ Q ^' d ll . 

Durch die Formeln (6.) und (9.) sind wir zu folgendem Resultat ge- 
langt 

Befinden sich zwei lineare Stromelemente J Ds , J t Ds { 
in irgend welchen Bewegungen, und die in ihnen enthal- 
tenen Stromstärken in irgend welchen Zuständen der Ver- 
änderung, und bezeichnet man mit 

(10.) R = J Ds . JjDsj. P 

die (dem Ampere'schen Gesetz entsprechende) zwischen 
den beiden Elementen vorhandene ponderomotorische 
Kraft, ferner mit 

(11.) ®dt 



*) Hinsichtlich der Formel (y.) ist zu beachten, dass [vergl. (2.a,b)] 

ist, und dass die Differentiationen nach -den sechs Argumenten (1.) in ihrer 
Reihenfolge beliebig vertauscht werden dürfen. Somit folgt: 

0*i ds t \dt dt t /' 

oder was dasselbe ist: 

dr ^ddr 

Von dieser Gleichung ist in (y.) Gebrauch gemacht. 
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diejenige elektromotorische Kraft, welche J- i Ds i während 
der Zeit dt in irgend einem Puncte des Elementes J" Ds , 
und zwar in der Richtung dieses Elementes, hervor- 
bringt, — 

alsdann wird die letztgenannte Kraft in doppelter 
Weise sich ausdrücken lassen, entweder durch: 

(i2.a) i&di - d«, [»e, d (j; ej) + ^- j t (e.6, - E)] , 

oder durch : 
(12. b) <grf< «T, Ds, . Pdr -f (rfj",) Ds, rae o e, * 

Hier haben r, 6,,, ö,, E dieselben Bedeutungen wie iinAni- 
pere'schen Gesetz; während e> die Function repräsentirt : 

<n> . — **(gy. 

Der Vollständigkeit willen, ist hinzuzufügen, dass die 
Charakteristik d in (12. a, b) dem Zeitelement dt ent- 
spricht. 

Für den Fall beträchtlicher Entfernungen ist unzweifelhaft 
qfr = j/r, also nach (13.) : 

r ' 
so dass in diesem Falle die Formeln (12. a,b) folgendermassen lauten: 

(14..). M A* Ds, [ 9 -- *£&) + J ' (e " 6 ' ~ E) -^] , 

(14b) (Srf* — — J, Ds, . P dr — (dJ t ) Ds, — e " e> 



+ '.<(^) 



Beiläufig mag hier zur Ableitung der Formel (12.b) noch ein 
andrerer Weg angedeutet werden. Im vorhergehenden Abschnitt 
(pag. 201 bis 203) waren für irgend zwei Stromelemente i Dv und 
i { Dv t folgende allgemeine Formeln gefunden: 

(«.) (dT^ + dT^) eldy . Vs = R (S r + d i r) — B dr, 
(/».) (ÄftV. u. = 44» Dv D^ [d* — A 7t-d Q (d x 1> . <ty)L . 

(y.) (* <VWu. — 44 2 Dv Dv t [d* - a^— 0, (a * . **)], 

(diy + dT x * + dft 1 + d&<Wu. — 44 2 Dv Dv, . die, 
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wo % zur Abkürzung steht für das Product: 

Bringt man von der Formel (<$.) in Abzug die beiden Formeln (a.) 
und [y.) 9 so ergiebt sich : 

Substituirt man hier für % seine eigentliche Bedeutung (*.), und bringt 
man sodann die Formel in v Anwendung auf zwei lineare Stromele- 
mente J Q Ds und J l Ds l} so erhält man : 

(10 (<»*%*»» Bdr+iA'Ds,Ds,.\ [j J, (£?)' |j- £-] 

oder mit Einführung der Function o (5.) : 

oder (was dasselbe ist): 

(*.) (^ÖoOeidy.ü. = — Rdr + Ds e Ds { . J« (rfJi) .0)00 0! 

Substituirt man hier für die Wärmemenge (d#o ! )eidy.us ihren analyti- 
schen Ausdruck J {) Ds Q . Qdt, ferner für B den Werth (3.a), und di- 
vidirt man endlich die Formel durch J Ds , so folgt: 
(*.) (Stf* = — «/; D 5l . P tfr + (dfj"^ D^ . o ©O0J 

T n c a fr* 6 «» rfr) . 
dies aber ist die abzuleitende Formel (12, b). 



§. 38. Das für die elektromotorischen Kräfte von F. Nenmanu propobirte 

Mementargesetz, 

Dieses Gesetz kann für den Fall, dass der inducirende Ström von« 
constanter*) Stärke ist, in folgender* Weise ausgesprochen werden: 

„Befinden sich die beiden Stromelemente J Ds 9 und J i Ds l 
„(J x — Const.) in beliebigen Bewegungen, und soll diejenige elektro- 
motorische Kraft 

(15.) ®dt 

„angegeben werden, welche J t Ds { während der Zeit dt in J Ds , 



*) VergL die Note pag. 97. 
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220 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

„und zwar in der Richtung von Ds , hervorbringt, so construire man 
„die augenblickliche relative Geschwindigkeit 

(16.) v 

„von J Q Ds in Bezug auf J x T>s X9 construire ferner diejenige pon- 
„deromotorische Kraft 

(17.) r — Ds . J x Ds x . P, 

„welche J x Ds, (nach dem Ampere'schen Gesetz) auf das Element 
„Ds ausüben würde, falls letzteres durchflössen wäre von einem Strom 
„von der Starke Eins; — alsdann hat jene gesuchte Kraft (15.) den 
Werth *) : 

(18.a) ®dt = — J x Vs x . v P cos (v, P) dt, 

„wo (v, P) den Neigungswinkel von v gegen die Richtung P oder r y 
„vorstellt." 

' „Uebrigens kann die Formel (18. a) auch öo geschrieben werden: 

(18. b) ®dt = — J x Ds x .Pdr, 

„wo dr diejenige Veränderung bezeichnet, welche die Entfernung r 
„der beiden Elemente J Ds , J x Ds x erfahrt während der Zeit dt." 
Der U ebergang von (18.a) zu (18. b) ergiebt sich leicht. Sind 



*) Multiplicirt man die Formel (18. a) mit Ds , und führt man gleichzeitig 
an Stelle von P die in (17.) angegebene Kraft P' ein, bo erhält man: 

(«.) (£ D* dt = - vP* cos (v, ?') dt. 

Diese Formel aber ist, falls man den Factor dt unterdrückt , in voller Ueberein- 
8timmung mit derjenigen Formel 

(0.) J0Ds o = — Bv(GDso) t 

durch welche das in Eede stehende Gesetz von meinem Vater ausgesprochen ist, 
in seiner Abhandlung vom Jahre 1845 (zu Ende des §. 1.). Daselbst ist nämlich 
unter E die Kraft ($, ferner unter (G T Ds ) die Componente P' cos (P', v) zu ver- 
stehen. Der einzige Unterschied zwischen den Formeln (a.) und (ß.) besteht also 
im Factor s; und dieser Unterschied findet seine Erklärung darin, dass bei den 
von mir zu Grunde gelegten Maasseinheiten jenes s den Werth Eins hat (vergl. 
* pag. 6 und 107). 

Dass im Sinne meines Vaters die Formel (ß.) wirklich diejenige Kraft angiebt, 
welche im Elemente J J)8 hervorgebracht wird durch ein einzelnes Ele- 
ment des Inducenten, lässt sich allerdings aus der genannten Stelle (Ende des 
§. 1.) der Abhandlung noch nicht erkennen, geht aber deutlich hervor aus einer 
späteren Stelle derselben Abhandlung (Anfang des §. 4.). 

Die Formel (ß.) findet sich übrigens auch vor in der zweiten Abhandlung 
meines Vaters, vom Jahre 1847 (daselbst zu Anfang des §. 1.). Nur ist dort die 
Bezeichnungsweise ein wenig anders, denn die dortige Formel lautet: 

(y.) E Ds = - av (ü Ds ) dt 

Während also in (ß.) das E identisch ist mit meinem ($, ist andererseits in (y.) 
das E identisch mit meinem i§,dt. 
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nämlich P*, P y , P z die rechtwinkligen Componenten der Kraft P, und 
v x , v y , v z diejenigen von v, so wird: 

V P COS (V, P) — V X P X + Vy Py + V Z P Z . 

Diese Formel aber kann, wenn man die Coordinaten der beiden Ele- 
mente J Ds und J t J)s t mit a? , y , £ und a^, y n z xy ferner ihre 
gegenseitige Entfernung mit r bezeichnet, offenbar auch so dargestellt 
werden : 

*P cos (t>, P) = P* -^-L + P y — -^ + P, ^— , 



p PEo— x i d(x Q — x x ) 1 



_p^ü. 

und hiedurch findet jener Uebergang von (18. a) zu (18. b) seine Recht- 
fertigung. 

Das Gesetz (18.a,b) bezieht sich, wie bereits betont wurde, nur 
auf den Fall, dass die Stromstarke J x des inducirenden Elementes 
constant ist. Für den allgemeineren Fall, dass dieses J x im Laufe 
der 'Zeit beliebig sich ändert, gelangte mein Vater durch Ueber- 
legungen, auf welche ich hier nicht näher eingehen werde, zu einem 
Gesetze, welches etwa in folgender Weise ausgesprochen werden kann. 
„Befinden sich zwei lineare Stromelemente J Q Ds , J t Ds x in 
„irgend welchen Bewegungen, und die in ihnen enthaltenen Strom- 
stärken in irgend welchen Zuständen der Veränderung, so wird die- 
jenige elektromotorische Kraft 

(19.) ^ ®dt 

„welche J x Ds x während der Zeit ^ in irgend einem Puncte von 
„J Ds , und zwar in der Richtung von Ds , hervorruft, einen Werth 
„haben, welcher nach Belieben sich darstellen lässt durch: 

(20.a) <&dt = — J, Ds, . vP cos (v, P) dt + (dJ x ) Ds ] . <D, 
„oder auch durch: 

(20. b) ®dt = — J, t>Si . PJr + (dJ x ) Ds x . 0, 

„In diesen Formeln (20.a,b) hat das erste Glied rechter Hand genau 
„dieselbe Bedeutung, wie in (18.a,b)." 

„Das in (20.a,b) enthaltene <t> bezeichnet einen Ausdruck, welcher 
„die charakteristische Eigenschaft besitzt, dass das über irgend zwei 
„geschlossene Curven (s ) und (s t ) ausgedehnte Integral 

(21.) EE [DsoD^cD] 

Jederzeit identisch ist mit demjenigen elektrodynamischen Potential 
>iQ> welches zwischen diesen Curven stattfindet, falls jede derselben 
„angesehen wird als ein elektrischer Strom von der Stärke Eins." 
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222 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für 

Das eben genannte Potential Q kann, für den Fall beträcht- 
licher Entfernungen (vergl. pag. 57), nach Belieben dargestellt wer- 
den durch : 

(22. 1) Q=-A*.2Z 5^J?jL.ÖoÖ! 9 

oder auch durch : 

(22.,) Q = - A 2 .££ 



D^oDs, E 



r 



wo O , 0j, E die bekannten Cosinus des Ampere'schen Gesetzes 
(pag. 44) vorstellen. 

Entsprechend diesen beiderlei Formeln (22.5) u ^d (22. r/), sind von 
meinem Vater für den Ausdruck folgende zwei von einander 
verschiedene Werthe proponirt worden: 

ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten des einen oder andern *). 



§• 39. Vergleicliung des von F. Neu mann propouirten Eleinentargesetzes 
und desjenigen andern Elementargesetzes, zu welchem die in den vorher- 
gehenden Abschnitten angestellten Untersuchungen hingedrängt haben. 

Der Kürze halber mag das erstere Gesetz mit (L), das letztere 
mit (IL) bezeichnet werden. Für den Fall beträchtlicher Entfer- 
nungen (und auf diesen wollen wir uns hier beschränken) sind die 
beiden Gesetze (I.) und (II.) ausgedrückt durch folgende Formeln: 

(24.1) ®dt = - J t Ds, . P dr + (dJ % ) Vs t d>, [vergl. (20.b)]; 

(24.11) ®dt J i Ds i .Pdr + (dJ x ) Vs x ^ ~^ e o e t \ 

+ J ^AX^-)> t^ 1 - d4.b)]. 



•) Dass das von meinem Vater proponirte Elementargesetz in der That in der 
hier angegebenen Weise, nämlich durch die Formeln (20.a,b) sich darstellen 
läsßt, wird man leicht erkennen, sobald man die drei ersten Seiten des §. 4. der be- 
treffenden Abhandlung (Ueber ein allgemeines Principetc., vom 9. August, 
1847) einer sorgfältigen Durchsicht unterwirft. 

Auch die Angaben (23.£,q) wird man mit der citirten Stelle jener Abhand- 
lung in Einklang finden, sobald man nur beachtet, dass bei meinem Tater die 

Constante A 2 stets = — - gesetzt ist. 
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Ueberall ist/ hier unter dr der zeitliche Zuwachs von r zu verstehen; 
so dass also dieses dr [vergl. (1.) und (2.a ; b)] dargestellt werden kann 
durch 

Ferner ist P definirt durch die Formel 

(26.) R — J n I)8 .J 1 'D8 l .P, 

falls man nämlich unter R die zwischen den beiden Elementen J Ds 
und J t Dsj (nach dem Am-pe reichen Gesetz) vorhandene pondero- 
motorische Kraft versteht. 

Um die beiderlei Gesetze (24.1) und (24.11), oder vielmehr die 
Cönsequenzen dieser Gesetze miteinander zu vergleichen, stellen wir uns 
folgende Aufgabe : 

(27.) .... „Es sind gegeben zwei gleichförmige Stromringe (J Q , s ) 
„und (J n s t ) oder A und B, jeder behaftet mit beliebig vielen Gleit- 
„stellen, und jeder begriffen in beliebiger Bewegung. Es soll berech- 
net werden die Summe 

(SS. (SDs^dt 

„derjenigen elektromotorischen*) Kräfte, welche B während der Zeit 
„dt in A hervorbringt." 

Bezeichnet Q das elektrodynamische Potential der beiden Ringe 
A und B aufeinander, bezogen auf die Strom ein hei ten, so wird, 
einerlei ob Gleitstellen vorhanden sind oder nicht, die For- 
mel stattfinden: 

J J t dQ = — SS [R dr], [vergL (85.), pag. 67]. 

Hieraus folgt durch Substitution des Werthes (26.) sofort : 

(28.) dQ= - SS [Ds Ds t . P dr]. 

Nebenbei sei daran erinnert, dass die in den Gesetzen (24.1) und 

(24.11) enthaltenen Ausdrücke und — - zum Potential Q 

[zufolge (21.) und (22. £,17)] in der Beziehung stehen: 

(29.1) Q = SS [D8 D8 t Q], 

(29.11) Q = SS [d*„ D«, (^Ä)] • 



*) Wir werden hier nur die elektromotorischen Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs ins Auge fassen. Eine derartige Einschränkung ist indessen in Wirk- 
lichkeit, nur eine scheinbare. Denn aus früheren Betrachtungen (pag. 97 bis 
99) geht deutlich hervor, dass d\o Summe der von B in A hervorgebrachten 
elektromotorischen Kräfte elektrostatischen Ursprungs gleich Null ist. 
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Die im Augenblick t d. i.zu Anfang des Zeitelementes dt im Ringe 
A enthaltenen Elemente mögen mit Ds benannt sein; andererseits 
mögen diejenigen Elemente, welche während des Zeitelementes dt 
in den Ring A eintreten, oder -aus ihm ausscheiden, in dem früher 
(pag. 65) angegebenen collectiven Sinne mit As bezeichnet sein. 
Analoge Bedeutungen mögen Ds, und As, für den Ring B besitzen. 

Ausserdem mag vorläufig, der Bequemlichkeit willen, angenom- 
men werden, dass die As und As, sämmÜich positiv sind, dass 
also während der Zeit dt in beiden Ringen nur eintretende, nicht 
aber ausscheidende Elemente vorhanden sind. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Lösung der ge- 
stellten Aufgabe (27.), indem wir dabei zunächst das Gesetz (24.1) zu 
Grunde legen. Die von Ds, in Ds während der Zeit dt hervorge- 
brachte elektromotorische Kraft Qcdt besitzt alsdann den Werth*) : 

(«.) ®dt = — J x Ds, . P dr + (dJ t ) Ds t . 0. (gt) 

Die analoge Formel für die elektromotorische Einwirkung eines 
Elementes As { auf Ds lautet : 

0.) <$dt = - Y, As, . P dr + J t As { . <t>; (£) 

wo im ersten Gliede Y v den Werth oder den Werth J lf oder viel- 
leicht auch einen Mittelwerth zwischen und J t vorstellt; während 
andererseits das im zweiten Gliede enthaltene J t denjenigen Zuwachs 
repräsentirt, welchen die in As, vorhandene Stromstärke im Laufe 
der Zeit dt erfahren hat. — Man bemerkt nun sofort, dass in dieser 
Formel (0.) das eine Glied (in Folge der Factoren As t , dr) unend- 
lich klein zweiter Ordnung, das andere hingegen (in Folge des 
Factor Aäj) unendlich klein erster Ordnung ist. Das Glied zweiter 
Ordnung wird aber gegenüber dem Gliede erster Ordnung zu ver- 
nachlässigen sein; so dass man erhält: 

(y.) erft-^J.A«,.*. (£) 

Denkt man sich nun die Formel («.) für sämmtliche Ds,, und die 
Formel (y.) für sämmtliche A^ der Reihe nach hingestellt, so gelangt 
man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss: 

(*.) (27 <£) dt= — J x \Z [Ds { . P dr] + (dJ t ) 2 [Da, . <t>] 

+ J..U [As, . <t>] ; (i) 

diess ist also die Summe**) derjenigen elektromotorischen Kräfte, 



*) Die der Formel (46.) beigefügte Signatur ({£•) hat denselben Zweck, wie 
bei früherer Gelegenheit (pag. 149). 

**) Bei Bildung dieser Summe, d. i. bei Bildung derjenigen Summe von 
elektromotorischen Kräften, weiche der Inducent («/,, s,) während der Zeit dt im 
Elemente Ds hervorbringt, sind mithin, wenn wir auf die eben ausgeführte Rech- 
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welche der ganze Ring B während der Zeit dt im Elemente Ds her- 
vorbringt. 

Aus (<?.) folgt durch Multiplication mit Ds und Summation über 
sämmtliche Ds sofort: 

(30.1) (22 CS Ds ) dt = — Ji.ZE [Ds Ds, . P dr] 

■ + Jj ! 2727 [Ds {) As t . 4>] (*) 

+ (rf^) . 2727 [Ds Ds, . 0]. 

Dies ist also die gesuchte Summe (27.), berechnet unter Zugrunde- 
legung des Gesetzes (24.1). -r-- Allerdings scheinen bei dieser Rech- 
nung die Elemente As vergessen zu sein. Wollte man indessen die 
As mit in Rechnung ziehen, so würde, weil die Anzahl der As eine 
endliche, diejenige der Ds hingegen unendlich gross ist, zudem 
in (30.1) angegebenen Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten, 
welches diesem Ausdruck gegenüber verschwindend klein ist. 

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher vorausgesetzt, die As 
und Asj seien sämmtlich positiv. Nachträglich übersieht man leicht, 
dass die erhaltene Formel (30.1) auch dann noch gültig sein wird, 
wenn die As und As t theils positiv theils negativ sind, also 
gültig sein wird, einerlei ob während der Zeit dt in jedem der beiden 
Ringe nur eintretende, oder gleichzeitig auch, ausscheidende 
Elemente vorhanden sind. 



nnng zurückblicken, sowohl diejenigen Elemente Ds, zu berücksichtigen, welche 
während der ganzen Zeit dt im Inducenten enthalten sind, als auch zweitens 
diejenigen Elemente As,, welche erst während dieser Zeit in den Inducenten 
eintreten. 

Die Elemente Ds, sind zu berücksichtigen insofern, als ihre relative Lage 
gegen Ds während der Zeit dt sich ändert, und auch insofern, als in ihnen 
während dieser Zeit die Stromstärke anwächst von J t auf J, + dJ v Sie liefern 
zu der in Bede stehenden Summe die in (a.) angegebenen Beiträge. 

Andererseits sind die Elemente As, insofern zu berücksichtigen, als in ihnen 
die Stromstärke einen plötzlichen endlichen Zuwachs von auf J t erfährt. 
Sie liefern zu jener Summe die in (y.) genannten Beiträge. 

Mein Vater hat in seiner Abhandlung [Ueber ein allgemeines Princip etc. 
vom 9. August, 1847; vergl. daselbst namentlich die Formeln (9.), (10.), ({!■) ^ eß 
§. 4.] den elektromotorischen Einfluss, weichen die Elemente As„ in Folge der eben 
genannten plötzlichen Stromänderung, ausüben, unberücksichtigt gelassen, 
mithin die Beiträge (y.) als verschwindend klein betrachtet. Eine Vernachlässigung 
derselben scheint mir aber nicht erlaubt zu sein, nämlich in Widerspruch zu stehen 
mit den für diese Beiträge (y.) gefundenen Werthen. 

Uebrigens lassen sich die Resultate, zu denen eine solche Vernachlässigung hin- 
leitet, leicht verfolgen. Man hat zu diesem Zweck in den erhaltenen Formeln z. B. in 
(£.), ebenso später in (30. 1) (31.1), (32.1), u.s. w. nur diejenigen Glieder zu strei- 
chen, welche mit den As, behaftet sind. 

Neumann, die elektrischen Kräfte. [5 
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Von dem Gesetze (24.1) unterscheidet sich das Gesetz (24.11) da- 
durch, dass an Stelle von 

P dr und 
die Ausdrücke 

Pdr-f (**«?-') und - A2Q » Q > 
ds t \ r / r 

sich vorfinden. Bei Zugrundelegung des Gesetzes (24.11) wird 
man daher an Stelle der Formel (30. 1) folgende erhalten : 

(30. II) (ES <£ Ds ) dt — - J, . ES [üs Ds, j P dr — £ (^^ — ) j] 

+ J t . ES [ds.As, (=^^)] © 

+ (dJ t ) . SS [Ds D Sl (=^^)] • 

Beachtet man, dass in beiden Formeln (30.1,11) das Glied dritter 
Zeile [zufolge (29.1, II)] gleich Q ist, und dass ferner [zufolge (28.)] 
die Summe 2727 [Ds Ds t . P dr] gleich — dQ ist, so kann von jenen 
Formeln (30.1, II) die erstere so dargestellt werden: 
- (31. 1) (2727 <S Ds ) dt = d (J t Q) 

+ J,.2727 [Ds o A 5l 0], 
und die letztere so : 

(31.11) (*Z <S Ds )dt - d(J, <?) + J, . 2^ [Ds D Si 1- (^-)] 

Von den in (31.11) auf der rechten Seite vorhandenen Summen 
kann die eine 

einer weitern Behandlung unterworfen werden. Es ist nämlich 
A 2 Q { > = 4*<^ = g (^ 2 log r) 

und ferner [vergl. (25.)] : 
so dass sich also ergiebt: 
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Hieraus aber folgt durch Benutzung früherer Formeln [(75.p,q), pag. 
64] sofort: 

oder weil - — = O , und r— = — 0. ist : 

(*■) K - £2 [ds.** (£?&)].' 

Substituirt man aber den Werth (<J.) für die Summe (a.) in die Formel 
(31.11), so hebt sich diese Summe fort gegen diejenige in der zwei- 
ten Zeile. — Somit können die Formeln (31.1, II) einfacher so ge- 
schrieben werden: 

*(32.I) (2727 6 Ds ) dt = d (J X Q) + J t . SS [Ds As, <t>], 
(32.11) (SS ®Vs Q )dt = d(J l Q). 

Diese Formeln beziehen sich auf ein unendlich kleines Zeitelement 
dt Leicht aber lassen sich hieraus die entsprechenden Formeln für 
ein beliebig gegebenes Zeitintervall f . . . t" ableiten. Bezeichnet man 
nämlich mit ©r,r die Summe derjenigen elektromotorischen Kräfte, 
welche vom Ringe JB im Ringe A während dieser Zeit t' . . . t" hervor- 
gebracht werden, so ergeben sich aus (32.1, II) folgende Resultate *): 

(33.1) @,',r=W Q -Ji* Q') +}(Ji • SS [D* A«, <t>]), 
(33.11) ©r,r- (^^-^^0 

Die Formeln (32. 1, II) sind mit einander und mit dem von meinem 
Vater aufgestellten Integralgesetz (pag. 107) nur dann in Einklang, 
wenn die As t sämmtlich Null sind, und führen also zu folgendem 
Ergebniss : 

(34;).... Soll die Summe derjenigen elektromotori- 
schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleichförmiger 
und gleichförmig anschwellender Stromring (J i9 s t ) während 
der Zeit dt in irgend einem andern Stromringe (J 0) s ) her- 
vorbringt, so wird man auf Grund des Elementargesetzes 
(24.1) zu dem von meinem Vater aufgestellten Integralge- 
setz (pag. 107) nur dann gelangen, wenn der inducirende 



*) Wollte man die in der Note pag. 225 genannte Vernachlässigung eintreten 
lassen, so würden die Consequenzen des Gesetzes (24.1) nicht mehr durch die For- 
meln (32.1) und (33.1), sondern vielmehr durch diejenigen Formeln dargestellt 
sein, in welche (32.1) und (33.1) sich verwandeln bei Streichung der mit As t 
behafteten Glieder, 

15* 
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Bing keine Gleitstellen besitzt; während andererseits das 
Elementargesetz (24.11) immer zu jenem Integralgesetze 
hinleitet, einerlei ob der inducirende Ring mit Gleitstellen 
behaftet ist oder nicht*). 

Sind die beiden Ringe A und B oder (J 0) s Q ) und G^i;^) ihrer 
räumlichen Lage nach unveränderlich, und erfolgt die In- 
duction lediglich durch ein Anschwellen des Stromes J v so werden 
die Elementargesetee (24.1) und (24.11), wie aus (34.) folgt, beide zu 
dem genannten Integralgesetz hinleiten. Doch dürfte es zweckmässig 
sein, diesen Fall noch besonders zu behandeln. Selbstverständlich 
soll dabei wiederum vorausgesetzt sein, dass die Stärke J t des indu- 
cirenden Stromes gleichförmig ist, und auch während ihres An- 
schwellens beständig gleichförmig bleibt. 

In Folge der gemachten Voraussetzungen ist für jedes Elementefc- 
paar Ds , Ds t die Entfernung r constant, mithin dr = 0; so dass 
also die Gesetze (24.1,11) sich reduciren auf: 

(35.1) frdt = (d J t ) Ds t 0, 

(35.11) ®dt = (dJ t ) Ds t ( — ^ 9 ° — ') • 

Multiplicirt man diese Formeln mit Ds , und integrirt sodann über 
sämmtliche Ds und Ds x der beiden Ringe, so folgt sofort: 

(36.1) (22 (S Ds ) dt = (dJ x ) . 22 [Ds Ds l <D], 

(36.n) (22 e Ds ) dt = (dJ t ) . 22 [Ds Ds, £^^®lY] ; 

diese Formeln aber können mit Rücksicht auf (29.1,11) auch so ge- 
schrieben werden : 

(37.1) (272? <S I>* ) dt = (dJ x ) Q, 

(37.11) (22 @ Ds ) dt = (dJ t ) Q, 

wo, in Folge der unveränderlichen Lage der beiden Ringe, Q eine 
Constante ist. 

Bezeichnet man also mit <& t ',r die Summe derjenigen elektromo- 
torischen Kräfte, welche während eines beliebig gegebenen Zeitraumes 
t' . . . t" von B in A hervorgebracht werdeü, so erhält man : 

(38.1) ' ®, §r = W - Jd Q, 

(38.11) <&r,r — {Jf — W Q. 

Da in dem betrachteten Fall Q eine Constante ist, so kann 



*) Dieses Ergebniss ist übrigens, soweit dasselbe auf das Elementargesetz 
(24.11) sich bezieht, kein wesentlich neues, vielmehr anzusehen als die blosse 
Wiederholung eines schon früher notirteu Satzes (pag. 195). 
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statt (d J t ) Q auch d (J t Q) geschrieben werden; so dass also aus den 
Formeln (37.1, II) folgendes Resultat sich ergiebt: 

(39.).... Soll die Sumni^ derjenigen elektromotori- 
schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleichförmiger 
und gleichförmig anschwellender Stromring (J lf Si) während 
der Zeit dt in irgend einem andern Stroniringe (J , s u ) her- 
vorruft, und setzt man voraus, dass beide Ringe ihrer 
räumlichen Lage nach unveränderlich sind, so wird man zu 
dem von meinem Vater aufgestellten Integralge^etz (pag. 
107) hingelangen, einerlei ob man ausgeht vom Elementar- 
gesetz (24.1) oder vom Elementargesetz (24.11). 



Fig. 11. 



§• 40. Fortsetzung. — Weitere Vergleichung der beiden Elementargesetze 
mit Bezug auf ein bestimmtes von F. Neumann angestelltes Experiment. 

Der Strom J t einer bei a aufgestellten Galvanischen Batterie geht 
(wie die beigefügten Pfeile andeuten) von a über ß und y nach s, 
und von s durch einen in der Figur nicht gezeichneten Draht zur 
Batterie a zurück. Mit Ausnahme des Bahnstückes ey sind alle Theile 
der eben genannten Drahtleitung unbeweglich aufgestellt. Das Bahn- 
stück sy hingegen befindet sich (etwa ge- 
trieben durch irgend ein Uhrwerk) 5i 
gleichförmiger Rotation um den Punct 
s, und zwar der Art, dass sein Encfe y 
auf dem kreisförmigen Drahte ßyS da- 
hinschleift. 

Bei jenem kreisförmigen Draht ßyd 
reicht das Ende ä sehr nahe an seinen 
Anfang ß y ohne mit ihm in leitender 
Verbindung zu stehen. Der Mittelpunct 
dieser zwischen 8 und ß vorhandenen 
Lücke ist mit ft bezeichnet. 

Der elektrische Widerstand des kreis- 
förmigen Drahtes sei im Vergleich mit 
den Widerständen der übrigen Theile der 
Kette so ausserordentlich gering, dass 
die Stärke J x des elektrischen Stromes, 
während y von ß nach S fortgleitet, als 
constant angesehen werden darf. In 
dem Augenblick, wo y über den Punct 

d fortgleitet, sinkt die Stärke des Stromes von diesem Werthe J t 
plötzlich hinab zu 0; um einen Augenblick später, nämlich sobald y 
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die Lücke passirt hat und nach ß gelangt , von Neuem zu jenem 
Werthe J x zurückzukehren. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Summe © derjenigen elektro- 
motorischen Kräfte zu berechnen, welche der eben beschriebene Indu- 
cent aßysa während einer einmaligen Umlaufsbewegung des Bahn- 
stückes sy hervorbringt in einem gegebenen unbeweglich aufgestelltem 
Drahtringe A. 

Die genannte Summe (£ kann zerlegt werden in drei Theile : 

(40.) ©==©/* + &y* -f e a . 

Denken wir uns nämlich jene UmlaufsbeweguAg vom Puncte ft aus- 
gehend und über ßyd nach /t zurückkehrend; so wird zunächst in dem 
Augenblick, wo das Bahnstück nach ß kommt, eine gewisse Summe 
& von elektromotorischen Kräften hervorgebracht durch das plötz- 
liche Anschwellen des inducirenden Stromes vom Werthe 
zum Werthe J t ] sodann wird, während das Bahnstück von ß über 
y nach d fortgleitet, eine gewisse Summe &Py* elektromotorischer 
Kräfte hervorgebracht in Folge der Gestaltsveränderung, welche 
der Inducent bei dieser Bewegung erleidet; endlich wird in 
dem Augenblick, wo das Bahnstück den Punct d überschreitet und 
nach p zurückkehrt, von Neuem eine gewisse Summe ©* elektromo- 
torischer Kräfte hervorgebracht in Folge des plötzlichen Herab- 
sinkens des inducirenden Stroms vom Werthe J t auf den 
Werth 0*). 

Das elektrodynamische Potential des gegebenen Inducenten aßysa 
auf den Ring A mag für den Fall, dass beide Ringe von einem Strom 
von der Stärke Eins durchflössen gedacht werden, mit Q bezeichnet 
sein. Dieses Q ändert offenbar während der Drehung des Bahnstückes 
sy von Augenblick zu Augenblick seinen Werth. Die speciellen Werthe, 
welche Q annimmt für diejenigen beiden Augenblicke, wo das Ende 
jenes Bahnstückes in ß und in ö sich befindet, mögen bezeichnet 
sein mit Qß und Q 9 . 

Bei Berechnung der Summe (40.) mag nun zunächst das Ele- 
mentargesetz (24.1) zu Grunde gelegt werden. Alsdann erhält 
man**) durch Benutzung der Formeln (33.1) und (38.1): 



*) Es geht aus dieser Auseinandersetzung deutlich hervor, dass <5 diejenige 
Summe elektromotorischer Kräfte repräsentiren soll, welche der ganze Inducent 
aßysa (nicht etwa bloß der Theil ßye) während der in Eede stehenden ein- 
maligen Umdrehung im Hinge A hervorbringt. Dabei ist die schon erwähnte 
Voraussetzung zu beachten, dass der Bing A und, abgesehen vom Stücke «y, auch 
alle Theile des Inducenten unbeweglich aufgestellt sind. 

**) Wollte man die in den Noten pag. 225 und 227 erwähnte Vernachlässigung 
eintreten lassen, so würde man an Stelle der Formeln (a.) und (41.1) folgende 
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. &r* = J, {Q» -w + j^f {SS \Ds As t *]), 
(«.) & A-(J t -0)Qß, " 

und hieraus durch Addition : 

iß.) e - j; k, 

wo K das Integral vorstellt : 

K-/(272? [Ds As,<l>]). 
/* 
Die Summe 27 27 [Ds ASj 0] bezieht sich auf ein einzelnes Zeitele- 
ment dt, und kann daher, weil im vorliegenden Fall in jedem Zeit- 
element dt immer nur ein As t in den Inducenten eintritt, einfacher 
dargestellt werden durch 

As t . E [Bs (DJ. 
Demgemäss kann das Integral K so geschrieben werden : 

K-/(A 8l .-2? [Ds <t>]), 

oder einfacher so : 

K — 272; [Ds A*i <t>] , 

wo alsdann die eine Summation auszudehnen ist über alle Elemente 
Ds des Ringes A, die andere über alle Elemente A^ des kreisför- 
migen Stückes ßyd (Fig. 11.). Zufolge (29.1) repräsentirt daher K 
dasjenige elektrodynamische Potential, welches zwischen dem Ringe 
A und dem kreisförmigen Ringe ßyd stattfinden würde, falls jeder 
derselben durchflösse^ wäre von einem Strom von der Stärke Eins. 
Dieses Potential hat aber, zufolge der schon eingeführten Bezeichnungen, 
den Werth Q* — QP. Somit folgt: 

so dass also die für © erhaltene Formel (ß.) schliesslich folgende Ge- 
stalt gewinnt : 

(41.1) @ — Ji(g'-#). 



ganz andere Formeln erhalten: 

(«.) es* -M- o)0», 

and ferner: 

(41.1) S - 0. 



Digiti 



izedby G00gk 



232 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs, 

Es mag nun andererseits die Summe (40.) berechnet werden unter 
Zugrundelegung des Elementargesetzes (24.11). Alsdann ergiebt 
sich durch Anwendung der Formeln (33.11) und (38.11) sofort: 

©«-(O-J^e*, 

und hieraus durch Addition: 
(41.11) ® = 0. 

Dieses in (41.1,11) berechnete © repräsentirt diejenige Summe 
elektromotorischer Kräfte, welche der ganze Inducent ccßyaa, wäh- 
rend der .in Rede stehenden einmaligen Umdrehungsbewegung, im 
Ringe A hervorruft*). 

Der inducirte Ring A bestehe aus einer in der Nähe des Indu- 
centen aufgestellten Drahtwindung W, deren Enden durch irgend 
welche Zwiscbemlrähte d, d in Verbindung sind mit den* beiden En- 
den eines in grosser Entfernung aufgestellten Multiplicators Jf; 
so dass WdMdCW zusammengenommen denjenigen geschlossenen Um- 
gang bilden, welchen wir kurzweg als den Ring A bezeichnen. In 
Folge der grossen Entfernung, welche der Multiplicator M vom Indu- 
centen haben soll, wird der im Inducenten vorhandene Strom J { 
ohne Einfluss auf die Multiplicatornadel sein ; so dass dieselbe lediglich 
afficirt werden kann von dem im Ringe A oder WdMctW inducir- 
ten Strome. 

Die Ablenkung, welche die Multiplicatornadel aus dem Meridian 
erleidet, wird also lediglich eine Folge des in A inducirten Stromes, 
oder (was dasselbe ist) lediglich eine Folge der in A inducirten elek- 
tromotorischen Kräfte sein. Denkt man sich nun die Umdrehungs- 
geschwindigkeit des Bahnstückes sy (Fig. 11) als eine constante und 
ungemein rapide, so wird die Summe © der eben genannten elektro- 
motorischen Kräfte für jede Umdrehung dieselbe, und folglich die 
Ablenkung der Nadel eine nahezu constante sein. Auch bemerkt 
man, dass diese constante Ablenkung Null oder von Null verschieden 
sein muss, jenachdem jene Summe @ Null oder von Null verschieden ist. 

Das betreffende Experiment ist von meinem Vater angestellt wor- 
den. Die Beobachtung zeigte, dass die Ablenkung der Multiplicator- 
nadel Null war**). Somit spricht jenes Experiment für die Formel 
(41.11), und gegen dif Formel (41.1); folglich auch für das Elemen- 
targesetz (24.11), und gegen das Elementargesetz (24.1). 



9 

*) Vergl. die Note pag. 230. 

**) F. Neuin ann: Ueber ein allgemeines Princip etc. (9. August, 1817). In 
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§. 41. Ueber eine Relation , welche in gewissen Fällen zwischen der elek- 
tromotorischen Kraft und der ponderomotorischen Arbeit stattfindet. 

Es sei s ein seiner Gestalt und räumlichen Lage nach in beliebiger 
Bewegung begriffener linearer Leiter, und ay irgend ein Segment 
von s. Der grösseren Allgemeinheit willen mag angenommen werden, 
dass die Begrenzungspuncte a und y dieses Segmentes mit irgend wel- 
chen (beliebig variirenden) Geschwindigkeiten längs s fortrücken, so 
dass also das Segment von Augenblick zu Augenblick ein anderes wird. 

Es soll die Summe @ derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy. 
Us berechnet werden, welche in dem ungeschlossenen Leiter ay 
während irgend eines Zeitraumes t' . . . f hervorgebracht werden *) 
durch einen gegebenen Inducenten (J^Si). Dieser Inducent sei ein 
geschlossener Strom, ohne Gleitstellen, von constanter**) 
Stromstärke, begriffen in beliebiger Bewegung. . 

Die ponde.ro motorische Kraft R, welche ein Element J t Ds t 
des gegebenen Inducenten auf irgend ein Element Ds des Leiters ay 
ausüben würde, falls letzterer von der Strome inheit durchflössen 
wäre, kann dargestellt werden durch: 

(1.) .B = Ds. ^Ds, . P; 

und gleichzeitig wiril alsdann die von J t Ds x während der Zeit dt in 



dieser Abhandlung findet sich jenes Experiment besprochen. Es heisst daselbst 
auf der 14ten Seite des §. 5. : 

„Zum Multiplicator gelangen bei fortgesetzter rascher Drehung drei Ströme 
„innerhalb sehr kurzer Zeit, nämlich der durch die Bewegung des Bahnstückes 
„*y inducirte, dann der durch das Verschwinden des inducirenden Stromes in- 
„ducirte in dem Moment, wo das bewegliche Bahnstück den Bing ßyd bei ö ver- 
„läsBt, und endlich der durch sein Wiederauftreten inducirte, sobald jenes 
„Bahnstück den Ring in ß wieder erreicht. Die Kraft, welche von diesen drei 
„Strömen während der kurzen Dauer eines Umlaufs des Bahnstückes ay auf die 
„Magnotnadel des Multiplicators ausgeübt wird, ist mit der Summe ihrer elektro- 
motorischen Kräfte proportional. Jenachdem das Vorzeichen dieser Summe po- 
„sitiv oder negativ ist, wird die Nadel auf der einen oder andern Sleite des Me- 
„ridians ihre beinahe feste Aufstellung nehmen, oder sie wird, wenn jene Summe 
„= ist, in ihrer Stellung im Meridian verharren." 

Sodann heisst es weiter auf der nächstfolgenden Seite: 

„Die Beobachtung zeigt, dass, wenn die Drehung rasch geschieht, die Na- 
„del im Meridian bleibt." 

*) Sind *', t l , #i, * l!1 .... die (in unendlich kleinen Intervallen) anf einander 
folgenden Zeitaugenblicke des gegebenen Zeitraumes t' . . . t", und sind ferner 
a /, a l y 1 , a 11 y 11 , . . . . diejenigen Gestalten, welche der ungeschlossene Leiter ay 
in jenen einzelnen Zeitaugenblicken der Reihe nach besitzt, so wird die zu be- 
rechnende Summe © sämmtliche elektromotorische Kräfte umfassen, welche in 
ay'* während der Zeit t' t l , in a 1 y 1 während der Zeit t l t n , in a 11 y 11 während 
der Zeit < H t m , u. s. w. hervorgerufen werden. * 

**) Vergl. die Note pag. 97. • 
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234 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs, 

Ds hervorgebrachte elektromotorische Kraft Qcdt (zufolge des von 
uns gefundenen Gesetzes, pag. 218) den Werth haben: 

(2.) ®dt — > — J, Ds, . P dr + {d J t ) Ds t . u 69, 

wofür im gegenwärtigen Fall, weil J x constant, mithin dJ t null ist, 
einfacher geschrieben werden kann : 

(3.) e ^ = _J 1 D S ,.Pdr-J 1 Ds 1 ^^^, 

S\ 

Multiplicirt man diese Formel mit Ds, und integrirt sodann einer- 
seits über alle augenblicklich in ay enthaltenen Ds, andererseits über 
sämmtliche J t Ds t des gegebenen Inducenten, so erhält man: 

(40(2727eD*)<B— -«^.27^ 

Dieser Ausdruck, welcher also die Summe der von (J i} s^ während 
der Zeit dt in ay hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte reprä- 
sentirt, ist einer weiteren Vereinfachung fähig. Denn das Product 

ro . dr oder g> Q ^r dt 

dt + 

ist, weil (J t , s t ) keine Gleitstellen hat, längs s, überall stetig*); 
folglich das über die geschlossene Curve s t ausgedehnte Integral 



K-^] 



dS t 
gleich Null. Hiedur ch aber reducirt sich die Formel (4.) auf: 

(5.) (22 e Ds) dt = — J x .22 [Ds Ds, . P dr\; 

wofür mit Rücksicht auf (1.) auch geschrieben werden darf: 

(6.) (22 <g Bs) dt = — 22 [Rdr]. 

Diese Formel sagt aus, dass die Summe der von (J t , s t ) während 
der Zeit dt in ay erzeugten elektromotorischen Kräfte, abgesehen 
vom Vorzeichen, identisch ist mit derjenigen ponderomotorischen Ar- 
beit, welche (Jt; 5 t) un< * <* er Leiter ay während dieser Zeit aufeinan- 
der ausüben würden, falls letzterer durchflössen wäre von der Strom- 
einheit Denkt man sich diese Formel (6.) der Reihe nach hinge- 
stellt für sämmtliche Elemente dt des gegebenen Zeitraums i . . . f 
(wobei alsdann die Grenzen a, y der nach Ds auszuführenden Inte- 



*) Wären Gleitstellen im Ringe s, vorhanden, so würde der in jenem Aas- 
druck enthaltene Factor -y- längs des Ringes s t Werthe haben, welche an jeder 
Gleitstelle»einen Sprung, eine Unstetigkeit darbieten. 
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ihre Beziehung zur ponderomo torischen Arbeit. 235 

gration in jeder Formel andere sein werden), so kann das Resultat 
der Addition all' dieser Formeln etwa angedeutet werden durch : 
r r 

(7.) / {22 ®Ds)dt = — fZZ [R dr] 5 

f r 

so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 

Befinden sich der elektrische Strom (J^s^und der un- 
geschlossene Leiter ay in beliebigen Bewegungen, und be- 
zeichnet man mit © die Summe der von (Ji,^) während, 
eines gegebenen endlichen Zeitraumes in ay hervorge- 
rufenen elektromotorischen Kräfte, andererseits mit S die- 
jenige ponderomotorische Arbeit*), welche während des- 
selben Zeitraumes (J u s { ) und ccy aufeinander ausgeübt 
haben würden, falTs ay durchflössen wäre von der Strom- 
einheit, so findet die Relation statt: 

(8.) . ©«-& 

Dabei kann die Bewegung des Leiters ay, hinsichtlich sei- 
ner Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich seiner 
Begrenzungspuncte, eine beliebige sein. In Betreff des in- 
ducirenden Stromes (J 19 s x ) hingegen ist die Voraussetzung 
erforderlich, dass derselbe geschlossen, ferner frei von Gleit- 
stellen, endlich seiner Stärke nach constant sei. 

Der Satz wird, wie aus ihm selber hervorgeht, offenbar auch dann 
anwendbar sein, wenn man an Stelle des ungeschlossenen Leiters 
ay irgend welchen geschlossenen Leiter nimmt, einerlei ob* dieser 
mit Gleitstellen behaftet ist oder nicht. 

Durch den vorstehenden Satz ist © auf S reducirt, wenigstens 
für gewisse Fälle; es handelt sich also nun weiter um die Berechnung 
von S, und zwar für zwei Ströme, von denen der eine die Stärke 1, 
der andere eine ebenfalls constante Stärke J x besitzt. Diese Auf- 
gabe soll im folgenden §. behandelt werden. 



*) Es versteht sich von selber, dass, ebenso wie unter © nur die elektromo- 
torischen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, ebenso auch unter S nur 
die ponderomotorische Arbeit elektrodynamischen Ursprungs zu verstehen ist. 
In unserer früheren genaueren Bezeichnungsweise würde also die Arbeit S darzu- 
stellen sein durch 

r 

S =*f(dT A B + dTB A )eldy. Us , 
t' 
falls nämlich A den von der Strom einheit durchflossenen Leiter ay, andererseits 
B den Stromring (J t , «,) vorstellt. 
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236 Die ponderomotorische Arbeit eldy. Ursprungs, 

§. 42. lieber eine Relation, welche in gewissen Füllen zwischen der pon- 
deromotorischen Arbeit und dem Potential stattfindet« 

Befinden sich zwei elektrische Stromringe (J f s) und (J i9 $ t )^M 
irgend welchen Bewegungen, und bezeichnet 

(9.) P^JJiQ 

das elektrodynamische Potential der beiden Ringe, so hat die während 
der Zeit dt von diesen Ringen aufeinander ausgeübte ponderomotorische 
Arbeit dS den Werth»): 

(10.) dS = — JJ x dQ. 

Ob die Ringe von Gleitstellen frei, oder mit solchen behaftet sind, 
bleibt dabei gleichgültig (vergl. pag. 67) ; jedoch ist die Voraussetzung 
erforderlich, dass J und J { gleichförmig sind. 

Sind J und J x nicht allein gleichförmig, sondern auch constant, 
so kann die Formel (10.) mit Rücksicht auf (9.) auch so geschrieben 
werden : 

(11.) dS = — d (JJ t Q) dP; 

hieraus aber folgt durch Integration über einen beliebig gegebenen 
Zeitraum t' . . . t" sofort : 

(12.) S=F — P"; 

in Worten ausgedrückt: 

Die ponderomotorische Arbeit S, welche zwei in Be- 
wegung begriffene Stromringe, von constanter Stärke, 
mit oder ohne Gleitstellen, während des Zeitraumes t'...f 
auf einander ausüben, ist gleich der Differenz derjenigen 
Werthe P und P", welche das Potential der beiden Ringe 
besitzt zu Anfang und zu Ende jenes Zeitraumes. 

In Betreff der Ströme (J, s) und (Jj,^) mögen jetzt folgende 
nähere Bestimmungen hinzutreten. 

Es sei (J, ccy) irgend ein Theil von (J, s), dessen Begrenzungs- 
puncte « und y längs der Curve s sich fortwährend verschieben. An- 
dererseits sei der Strom (Ji,^) von unveränderlicher Gestalt. 

Es soll ermittelt werden die während eines gegebenen Zeitraumes 
t' . . . F zwischen 



*) Benennt man die beiden Ringe ( J, s) und ( J t , s,) kurzweg mit A und B, 
so wird jene ponderomotorische Arbeit dS nichts Anderes sein als die Summe 
derjenigen Quantitäten von lebendiger Kraft, welche B in A und A in B ver- 
möge ihrer Kräfte eldy. Us hervorrufen, also zu bezeichnen sein mit 

dS = (dTA B + dTt'Uäj. us . 

Die Formel (10.) ist daher identisch mit einer früher (pag. 67) gefundenen. 
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(13.) (J,ay) und (J,,*,) 

stattfindende ponderomotorische Arbeit S } d. i. diejenige Arbeit, welche 
der sogenannte ungeschlossene Strom (J } ay) und der geschlos- 
sene Strom (Ji, Sj) während jenes Zeitraumes auf einander ausüben. 
Diese Arbeit S wird, falls man unter eine beliebige ihrer Ge- 
stalt nach unveränderliche und mit s t starr verbundene Curve, ferner 
unter ,; einen in vorhandenen Strom von beliebig variirender Stärke 
versteht, identisch sein mit derjenigen, welche stattfindet zwischen 

(14.) (J, a y) + ( j, ff) und (J t , sj ; 

denn die zwischen (j, tf) und (J t , $ t ) stattfindende Arbeit ist, in Folge 
der zwischen a und s x vorausgesetzten starren Verbindung, offenbar 
gleich Null. 

Denkt man sich der bessern Anschaulichkeit willen den Ring s x 
eingebettet in eine starre Substanz, welche nach allen Seiten beliebig 
weit ausgedehnt ist und an allen Bewegungen des Ringes theilnimmt, 
so wird die Curve ebenfalls in diese Substanz eingebettet zu denken 
sein. Die Curve mag ungeschlossen, etwa A-formig sein (Fig. 12), 
nämlich aus zwei von irgend einem Punct Q ausgehenden Aesten be- 
stehen ; diese Aeste seien in ihrem anfänglichen Lauf beliebig, in ihrem 
späteren Lauf aber identisch mit denjenigen Wegen, welche die Puncte 
a und y während der Zeit t' . . . f. . . oo in jener fingirten Substanz 
durchwandern. In jedem Augenblick wird alsdann die Curve 
durch den Strom («7", ay) in zwei äussere und ein mittleres 
Segment zerlegt; der Art, dass letzteres mit (J, ay) zusammen- 
genommen ein Dreieck bildet. Die in vorhandene Stromstärke,; 
mag nun der Art variiren, dass sie Fig 12 

in den beiden äusseren Segmenten q 

stets = 0, hingegen in dem mittleren 
Segment y Q « stets = J ist. 

Das in (14.) genannte System 
(J 9 ay) + (j, 0) kann alsdann kürzer 
mit 

(J, ayQa) 

bezeichnet, nämlich aufgefasst werden 
als ein geschlossener Strom von 
der Stärke J, dessen Strombahn durch 
das Dreieck ccyQcc dargestellt, und in 
a und y mit Gleitstellen behaftet ist. 
Somit kann die gesuchte Arbeit S als 
diejenige definirt werden, welche 
während der Zeit t' . . . f stattfinde 
zwischen den beiden geschlossenen Strömen 
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238 Die ponderomotorieche Arbeit eldy. Ursprungs, 

(15.) (J,ayQa) und (J i9 8 % ). 

Zufolge des vorhergehenden Satzes (12.) ist daher: 

(16.) S=F - F', 

oder etwas ausführlicher geschrieben: 

(17.) ' S=F(J, a'y'Qa')-P(J, a>"Q/), 

nämlich gleich der Differenz derjenigen Potentiale, welche {J u s t ) be- 
sitzt respective auf (J, a'y'Qa) und auf (J, a"y"Qa"). 

Denkt man sich das Dreieck a'y'Qa" zerlegt in das kleinere 
Dreieck a'y'Qa' und in das übrig bleibende Viereck, so ergiebt sich 
augenblicklich die Relation : 

P (J, «VQO = P ( J > « /Q« ) + P (J, «YY« «'). 
Mit Hülfe dieser Relation gewinnt die Formel (17.) folgende Gestalt: 

(18.) S=- P(J, a'y'yaa"), 

oder (was dasselbe ist) folgende: 

(19.) S = + P(J,a'y'f «"«'); 

in Worten ausgedrückt: Die Arbeit s ist gleich dem Potential von (J v s t ) 
auf das von J durchflossene Viereck a y' y' a" a oder (£ X). Dieses 
Viereck ist vom Segmente ay beschrieben worden in. der mit s t ver- 
bundenen starren Substanz, und kann daher kürzer als dasjenige Viereck 
bezeichnet werden, welches vom Segmente ay durch seine relative 
Bewegung gegen s t beschrieben worden ist. Somit ergiebt sich aas 
(19.) folgender Satz. 

Befinden sich ein ungeschlossener Strom (J> ay) und ein 
geschlossener Strom (J i9 sj in irgend welchen Bewegungen, 
und bezeichnet man mit (£.£.) dasjenige Viereck, welches 
durch die relative Bewegung des erstem in Bezug auf den 
letztern beschrieben wird während der Zeit t '. . . £"; so ist 
die während dieser Zeit von den beiden Strömen aufeinan- 
der ausgeübte ponderomotorische Arbeit identisch mit 
dem Potentiale von (J i} s t ) auf das Viereck (£,£,), letzteres 
durchflössen gedacht vom Strome J in der Richtung 
ay y ... 

Bei diesem Satze darf die Strombahn ay hinsichtlich 
ihrer Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich ihrer 
beiden Begrenzungspuncte in beliebiger Weise veränder- 
lich sein; hingegen ist vorausgesetzt, dass die Strombahn 
s t ihrer Gestalt nach unveränderlich sei. Ausserdem ist 
vorausgesetzt, dass J und J x constant sind. 

Die Formel (19.) kann auch so geschrieben werden : 
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(20.) 8 = P (J, ay') + P (J, yy) + p (JJ y"«") .+ p («?, «"«'), 

oder auch so : 

(21.) S-P(J, a'y) + P (J, //')- P (J, «>") - P (J, «V). 
Das erste und dritte Glied dieses Ausdrucks werden sich gegenseitig 
zerstören, sobald ay und a" y" zusammenfallen ; so dass also in diesem 
Falle die Formel sich reducirt auf: 

(22,) 8-PtJ, yy") - P V, « O; 

in Worten ausgedrückt: 

Ist die relative Bewegung von («7", ay) in Bezug auf 
(J*!, Si) eine in sich zurücklaufende, so berechne man die 
Potentiale von {J i7 s^) in Bezug auf die bei dieser Bewe- 
gung Ton a und y beschriebenen in sich zurücklaufenden 
Curven, dieselben durchflössen gedacht vom Stome J. 
Alsdann wird die Differenz dieser Potentiale diejenige 
ponderomotorische Arbeit vorstellen, welche (J, ay) und 
[J i} s t ) während der genannten Bewegung auf einander 
ausüben. 

Bringt man die Sätze (12.), (19.), (22.) in Verbindung mit dem 
Satze (8.) des vorhergehenden §., so ergeben sich analage Sätze für 
die inducirten elektromotorischen Kräfte. Von diesen letztern 
sind einige bereits von meinem Vater aufgestellt worden*). 



*) F. Neu mann: Die math. Gesetze der inducirten elektrischen Ströme 
(27. Octob. 1845); vergl. daselbst die drei letzten Seiten des §.11. 
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Achter Abschnitt 

Die Theorie der unendlich kleinen Ströme und der 
sogenannten Solenoide. 

Bei diesen Expositionen wird durchweg vorausgesetzt werden, dass die Ent- 
fernungen beträchtliche sind, so dass also die im Ampere 'sehen Gesetz 
(pag. 44) enthaltene Function ip gleich Vr gesetzt werden kann. 



§. 43. Präliminarien. — Die Kegelöffnung und die reducirte Kegel- 
öffnung. ' 

In einer Ebene E befinde sich ein geschlossener elektrischer Strom 
J. Durch diesen zerfallt E in zwei Theile: 

E-A-+Q, 
nämlich in einen innern Theil A, die sogenannte Strom fläche, 
und in einen unendlich grossen äusseren Theil Q. — In irgend einem 
Puncte der Stromfläche A mag diejenige Normale n errichtet sein, 
welche positiv ist zur Richtung J (pag. 82); und gleichzeitig mag 
diejenige Seite der Fläche A, auf weichern liegt, die positiveSeite 
von A genannt werden. 

Bezeichnet p irgend einen Punct des Raumes, und K die Oeff- 
nung des von p nach J gelegten Kegelmantels (d. i. denjenigen Theil 
einer mit dem Radius Eins um p beschriebenen Kugelfläche, welcher 
innerhalb des Kegelmantels liegt), so wird offenbar diese Oeffnung K 
ihren grössten Werth 2it annehmen, wenn p in die Fläche A fällt, 
und ihren kleinsten Werth 0, sobald p in die Fläche Q zu liegen 
kommt. 

Mit Bezug auf die später anzustellenden Erörterungen erscheint 
es zweckmässig, der Kegelöffiiung K einen gewissen Factor e beizu- 
gesellen, welcher = + 1 oder = — 1 ist, jenachdem die Kegelspitze 
p auf der positiven oder negativen Seite von A liegt. Dieser Factor 
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s mag der Situationsfactor ; und das so entstehende Product eK 
die reducirte Kegelöffnung genannt werden. 

Lässt man p auf beliebigem Wege fortschreiten, so ändert sich ' 
die reducirte Kegelöflnung fK im Allgemeinen in stetiger Weise; je- 
doch tritt eine Unstetigkeit ein (nämlich ein Ueberspringen vom Werthe 
— 2 % zum Werthe -\-2it, oder umgekehrt), sobald p durch die Fläche 
A hindurchgeht. 

Fig. 13. 




Um insbesondere den Fall eines unendlich kleinen geschlos- 
senen Stromes näher ins Auge zu fassen, bedienen wir uns folgender 
Bezeichnungen : 

A die unendlich kleine Stromfläche; 
£, rj, £ irgend ein Pünct innerhalb A; 

a, ß } y die Richtungscosinus derjenigen auf A im Puncte 
g, rj, £ errichteten Normale v, welche zur Stromrichtung 
positiv liegt*); 
x y y } z die Coordinaten der Kegelspitze; 
x die Oefliiung des Kegels; 
£x die reducirte Kegelöffnung; 

r = Y(X _ |)2 + (y _ v) 2 +-(* -Tg)?; 



*) In der beistehenden Figur, denke man sich den Punct J,.^, £ hart am 
Bande der Fläche l, jedoch innerhalb derselben gelegen. Die Normale v wird 
alsdann diejenige sein, welche ein im Strome Liegender und nach diesem innern 
Punct 1, 17, £ Hinsehender markirt mit ausgestreckter Linken (vergl. pag. 82). 

Neu mann, die elektrischen Kräfte. {Q 
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q> der Winkel zwischen der Normale v (cc, ß, y) und der Rich- 
tung (x — l, y — ri, z — ß). 
Alsdann ergiebt sich sofort: 

0.) x = (+.l)^. 

Die Grösse x ist (ebenso wie auch X) ihrer Bedeutung nach stets 
positiv, und der Factor (+ 1) ist daher so zu wählen, dass die 
rechte Seite der Formel positiv wird, also der Bedingung zu unter- 
werfen : 

(+ 1) cos q> = pos. 

Mit andenj Worten: Jener Factor ist = -p 1 oder = — 1, jenachdem 
der Winkel q> spitz oder stumpf, d. i. jenachdem die Kegelspitze 
x, y, z auf der positiven oder negativen Seite von A liegt. Hier- 
aus aber folgt, dass jener Factor identisch ist mit dem vorhin definir- 
ten Situationsfactor e. — Somit geht die Formel (i.) über in 

/o \ A cos 9 

(2.) * = « —2^ 5 

woraus durch Multiplication mit e sich ergiebt: 

yo X cos <p 
(3.) ex ^ • 

Hiefür kann geschrieben werden : 

( 4.) ...^(-zJ. + ta^ + i^,), 

-Aäf'+äJ-^ + lfV- 

Beachtet man endlich, dass die Richtung cc,ß,y mit v benannt wor- 

den ist, dass also « = -^ , /} = -3 y = -± so nimmt die Formel 

; dv r dv 7 dv 7 

folgende Gestalt an : 

4 

(5.) *x - A ^ ; 

in Worten ausgedrückt: Die reducirte Kegelöffnung ist gleich 
der Stromfläche, multiplicirt mit der Ableitung von — 
nach der positiven Normale der Stromfläche. 



Digiti 



zedby G00gk 



geschlossenen Stromes auf ein Stromelement. 243 

§. 44. Die ponderomotorische Einwirkung eines gleichförmigen geschlos- 
senen Stromes auf ein einzelnes Stromelement. Die Determinante des 

Stromes« 

Beschränken wir uns (wie solches im gegenwärtigen Abschnitt 
durchweg geschehen soll) auf den Fall beträchtlicher Entfernungen, 
so ist il> = Yr, das Ampere 'sehe Gesetz also dargestellt durch die 
Formel : 

(6.) ' B = A 2 JJ X Ds Bs x 3&&1 ~ — , 

(vergl. pag. 45, 46). Sind mithin X, Y 7 Z die Componenten derjenigen 
Kraft, welche ein gleichförmiger geschlossener elektrischer 
Strom (e/,,5,) ausübt auf ein einzelnes Stromelement JDs, so wird 
die erste dieser Componenten den Werth haben : 

(7.) Z-'^JJ,.*, [DsT>s t **°5Z***=*L], 

die Summation 2J X ausgedehnt über sämmtliche Elemente Ds t des ge» 
schlossenen Stromes; dabei bezeichnen x, y, z und x i9 y i9 z x die Co- 
ordinaten von Ds%und Ds,. 

Um der Formel (7.) eine bequemere Gestalt zu geben, mag zu- 
nächst erinnert sein an die bekannten Relationen (pag. 39) : 

1 * ; d 2 r 00,— e. 



dsds x 



7 



sodann mag der Quotient successive nach s und s x differenzirt 

werden : 

-x x dr 



d_ (x—x x \ _ _1_ dx __ 
ds\ r ) ~ r ds r 2 ds 



d 2 fx—x,\ 1 dr dx , 1 dr dx x 



_ (x—x x \ _ _ 1_ dr_ dx J_ 
s x \~r ) ~ r 2 ds i ds + r 2 



dsds x \ r / r 2 ds x ds ' r 2 ds d s x 

9 x — x x dr_dr x — x t d 2 r 

+ "r 3 "" Js ds t W~ dsds x \ 

die letzte dieser Formeln kann mit Rücksicht auf die Relationen (8.) 
auch so geschrieben werden: 

d 2 ( x—x x \ _ dx _r^ __ dXx _r __ 300! jx—x x ) E (x—x t ) # 
as^^V r ) — ds ds x ds x ds r 3 "*" r 3 

Hier ist offenbar das erste Glied rechter Hand identisch mit — ( ) • 

ds x \ds rJ 
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Multiplicirt man daher auf beiden Seiten mit DsD^, und integrirt 
über alle D^ des geschlossenen Stromes, so ergiebt sich : 

o-A L d«, (- g 3 !_I _ 3ee, («- «,) + . es*=*S) | , 

1 L i \ ds t ds r 3 ' r 3 / _J 

Addirt man aber diese Formel, nachdem sie zuvor mit A 2 JJ t multi- 
plicirt worden ist, zur Formel (7.), so folgt: 



(8.) X = Ä 
Nun ist offenbar : 



'«^[»'»•.(-li-M]- 



d— (d— d— d— \ 

dx x r _ I _r_ dx . r dy , _jr^ £# ) d#j 

0*j Ts~ — \Jx Ys~t~ Yy ds~T~ de ds/ ds t ' 
und folglich : 

„ al /al 3^- *± \ 

wo D#, Dy, D# und D#,, Dy 1? D^ die rechtwinkligen Projectionen 
von Ds und Dsj vorstellen. — Andererseits ist : 

Ds D Sl ^3^ - - ~ (Dx D*. + Dy Dy, + D* D* t ) . 
Durch Addition der beiden letzten Formeln folgt sofort : 



(9.) 


DsD 


• 


^-ü + ^h-rV' + ß»', 


wo a, ß, 


y die 


Bedeutungen haben : 








al al 


(io.) 






al al 
al al 



Durch Benutzung von (9.) gewinnt die zu berechnende Componente 
X (8.) folgendes Aussehen: 
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(11.) X = A* JJ X [(Z l? ) Dy - (^ ß) D*] , 

oder falls man die Integrale B x a y 2J t ß f 2 t y kurzweg mit A, B, T be- 
zeichne^ folgendes: 

X = A 2 JJi (r Dy — B D#) ; ebenso wird : 
(12.) r= A* JJ t (AD is — Wx), 

Z=A 2 JJ t (BDx — ADy). 
Diese X, Y, Z y in denen die Co^fficienten A, B, T de- 
finirt sind durch die Formeln: 



(13.) 






a# ^ ay 

repräsentiren also die Componenten derjenigen pondero- 
motorischen Kraft, welche ein' gleichförmiger geschlossener 

Strom (Ji 9 s x ) ausübt auf ein einzelnes Stromelement JD$. 
Aus (12.) folgt augenblicklich : 

XDx+YDy + ZDz = 0, 
V*-) XA + T B + ZV = 0. 

Denkt man sich also eine von JDs ausgehende Linie A construirt, 
deren senkrechte Projectionen gleich A, B, T sind, so wird mit Be- 
zug auf diese Linie, die sogenannte Determinante, der Satz gelten: 
Die von einem gleichförmigen geschlossenen Strom 
auf ein einzelnes Stromelement ausgeübte Kraft steht 
senkrecht gegen das Element selber, und andererseits auch 
senkrecht gegen diejenige Determinante A, welche jener 
Strom besitzt in Bezug auf den Ort*) des Elementes. 



§. 45. Fortsetzung. — Es wird gezeigt, dass die Determinante senkrecht 
steht gegen die Fläche constanter Kegelöffnung. 

Die erste der Formeln (13.) kann offenbar ( weil ^- = — -x — 
. v } \ dx dx t 

ist, u. s. w. j auch so geschrieben werden : 



*) Wie die Formeln (13.) zeigen, sind nämlich A, B,T,A nur abhängig von den 
Goordinaten x,.y, z des Elementes D«, nämlich unabhängig von seiner Rich- 
tung Dx, Dy, Bz. 
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(15.) A — Z, 

Bei der weiteren Behandlung dieser Formel wollen wir uns nun auf 
den Fall beschränken, dass alle Puncte des Stromes (J l7 s,) in der- 
selben Ebene liegen. Die von dem Strome begrenzte ebene Strom- 
fläche A, mag zerlegt sein in lauter unendlich kleine Elemente A t . 
Alsdann kann jenes A (15.) dadurch erhalten werden, dass man das 
Integral der Reihe nach berechnet für die Peripherie eines jeden Ele- 
mentes Aj, und sodann all ; diese Elementar -Integrale zusammenaddirti 
solches mag angedeutet sein durch die Formeln: 

(W.) A-@(a,), 

Das Elementar -Integral 2Ji t kann nun sofort berechnet werden mit 
Hülfe eines früher (pag. 88, 89) aufgestellten Satzes; man findet: 






(18.) Un — A, 



~ B| W 2 + W' 



92-1 g2 Jl "1 



Diese Formel, in welcher ßj , /3, , y, die Richtungscosinus der auf A, 
oder (was dasselbe ist) auf A, errichteten positiven Normale », vor- 
stellen, kann mit Rücksicht auf die bekannte Relation 







a*A 

r 4- 


a*l 

r + 


a 2 ± 

av ~ 







auch so 


dargestellt 


werden : 










(19.) 


Ä t - + 


4 U«' 


a! 


al 


+ 


* 






oder, mit Rücksicht auf die bekannten Relationen a« = ^ , ß A = -^, 

1 an/ l dn x 7 

d *i ' \. 
y x = — * , auch so : 



(2a } *, = + ^ 

oder endlich auch so : 



( d ^) 
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1 



(21.) Äl - » U, r 



dx \ l dn x < 

Hiefür aber kann mit Rückblick auf einen kürzlich gefundenen Satz 
(pag. 242) geschrieben werden : 

wo alsdann ex die reducirte Oeflhung des vom Puncte x, y, z nach 
der Peripherie von k x gelegten Kegels vorstellt. 
Durch Substitution von (22.) in (16.)r folgt : 

(23.)-' / A — e ^--^ö. 

v J dx ■ dx 

Sämmtliche Elemente X x haben aber 'ein und denselben*) Situations- 
factor s in Bezug auf den gegebenen Punct x, y, z. Somit ist 

© (s x) = € © («) = s K, 

wo K die OefFnung des von x,y } z nach der Peripherie von \ geleg- 
ten Kegels vorstellt. Aus (23.) folgt demnach: 

A = ^ — - ; und ebenso wird : 

* r = _ a ( fK ) 

Denkt man sich also von irgend einem Punct x, y, z 
aus einen Kegelmantel gelegt nach einem geschlossenen 
ebenen Strom, und bezeichnet man die reducirte Oeffnung 
dieses Kegelmantels mit sK, so werden die negativen par- 
tiellen Ableitungen von sK nach x, y, z die Componenten 
A, B, T derjenigen Determinante A darstellen, welche der 
Strom in Bezug auf jenen Punct besitzt. 

Die Determinante A steht, wie jlus (24.) folgt ; * senkrecht gegen 
die durch den Punct x } y, z gehende Fläche. 

sK = Const., 

d.i. senkrecht gegen die durch Xi } y } z gehende Fläche constanter 



*) Denn nach der gemachten Voraussetzung ist \ t eine ebene Fläche. Liegt 
also z. B. der Punct x, y, z auf der positiven Seite von A 4 , so wird er gleich- 
zeitig auch auf der positiven Seite eines jeden X t sich befinden. Der Punct 
x, y, z besitzt demnach in Bezug auf jedes Element X t denselben Situations. 
iactor wie in Bezug auf die Fläche A 1# 
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Kegel Öffnung. Auch wird, wie ebenfalls aus (24.) folgt, die Deter- 
minante A immer diejenige Richtung besitzen, in welcher sK ab- 
nimmt. 



§• 46. Fortsetzung. — Constrnction der. Richtung der Determinante für 
einten unendlich kleinen Strom. 

Es sei AJ die Fläche des unendlich kleinen Stromes, n x die 
positive Normale derselben; ferner seien a i} ß 1} y { die Richtungsco- 
sinus dieser Normale; ferner mögen die relativen Coordinaten des 
betrachteten Punctes (x 7 y, z) in Bezug auf den Strom k x {x A , y l9 t ) 
bezeichnet sein mit £, 17, £; so äass also 

(25.) l = x — x u n = y-y u J — *-* l5 

endlich sei A (A, B, V) die Determinante von A, in Bezug auf jenen 
Punct. * 

In diesem Fall reducirt sich die Formel (16.) auf: 

(26.) A = 24, , 

wo 2a 1; nach (19.), den Werth hat: 

a ( 4 4 d v] - 

also mit Rücksicht auf (25.) auch so dargestellt werden kann : 

( 4 4 d V\ 

* l ¥l \ ~T* / ' 

Somit folgt aus (26.) sofort : 

A *, St!LfllifeLi+M±yiO • und ebenso wird : 

(27.) B = - X t ^^M^jhAl+ZlÖ , 

r «. _ x r/-%iK | ii + ^) . 



Zii — A, 



Diese Formeln führen in Betreff der Determinante A oder A, B, T 
zu folgender Construction : 

Man theile die von dem unendlich kleinen Strom X x 
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nach dem gegebenen Punct P gebende Linie r in drei 
gleiche Theile, und lege durch den Ä, zunächst liegenden 
.Theilpunct Q eine gegen r perpendiculäre Ebene. Be- 
zeichnet R denjenigen Punct, in welchem diese Ebene von 
der positiven Normale n x des Stromes getroffen wird, so 
wird jene Determinante A die Richtung RR (oder viel- 
leicht auch die entgegengesetzte Richtung RR) besitzen*). 

Fig. 14. 




Beweis. — Die Coordinaten des gegebenen Punctes P sind [vergl. 

(25.)]: 

if v> S> 

folglich die Coordinaten des genannten Theilpunctes* Q : 

H, -h, u 

Zur Bestimmung der Coordinaten g', rf, % des Punctes R ergeben 
sich daher die Gleichungen : 

(b.) r — *«i, tf — *A, ? = »yi, 

wo fr einen unbekannten Factor vorstellt. 

Die Gleichung (a.) kann auch so geschrieben werden : 

(c.) rs + ipj + rs-i'V 



*) Die Linie PM ist in der Figur ni cht gezeichnet. 
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250 Die ponderomotorische Einwirkung zwischen zwei 

oder mit Rücksicht auf (b.) auch- so : 

(d.) frM + Afl + riö-i* 

Substituirt man den hieraus für # sich ergebenden Werth in die erste 
der Formeln (b.) , so folgt : 

a« r 2 



(e.) r - 

ler falls man j; auf bei« 

(f.) x - % = 



oder falls man | auf beiden Seiten subtrahirt: 



Hieraus aber folgt mit Rückblick auf (27.) sofort: 

(g.) A:B:r-r-6:fl'-i:f-C; 

w. z. z. w. 



§• 47. Die ponderomotorische Einwirkung zwischen zwei unendlich kleinen 
Strömen , Yon denen jeder geschlossen oder gleichförmig ist. 

Die in Rede stehende gegenseitige Einwirkung ist vollständig 
charakterisirt durch das Potential der beiden Ströme aufeinander. Be- 
zeichnet man die beiden letztern nach ihren Stromflächen mit A, A 1? 
und ihr Potential mit P(A, Aj), so kann dieses P(A, Aj) in mannig- 
faltiger Weise dargestellt werden. Zunächst ist nach der ursprüng- 
lichen Definition (pag. 57) : 

(28. A) P (A, X x ) = -A 2 JJ t . SS D * D *i ee i ? 

--.awI^ss**»**, 

i r > 

= -A 2 JJ SS DaD^ + DyDyi + DsDv 

1 • r 9 

Die letzte Formel gewinnt, falls man die Integrationen wirklich 
ausführt, folgende Gestaltung [vergl. (34.) pag. 92 und (35.) pag. 93]: 

(28. B) P (l, *,) - A'JJ, kl, ( [cg ' + " ] - 3[«(^-^)+-]K(^-^) + -]) f 
= A 2 TT 11 C0S Q> w i):iL^ c os (n,j") cos ( n i? r ) 

1 1 a.3 * 

Hier bezeichnen A, A f die beiden unendlich kleinen Stromflächen, 
n, n x ihre positiven Normalen; ferner sind unter x,y,z und x t ,y 1} z x 
die Coordinaten von A und A A , unter a, ß ; y und a u ß i9 y L die Rich- 
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tungscosinus von n und n { zu verstehen ; endlich repräsentiren (n, r) 
und (n u r) diejenigen Winkel, welche die Normalen n und n i bilden 
mit der Richtung r (l { *"* X). 

An diese beiden Darstellungen (28. A) und (28. B) reiht sich 

schliesslich noch eine dritte Darstellung. Die letzte der Formeln (28. B) 

. kann nämlich so geschrieben werden : 



: + (£)• 

1 dn \ i dnJ ' 



. P(A, l x ) = A* JJ t 

oder mit Rücksicht auf einen kürzlich gefundenen Satz (pag. 242) 
auch so: 

(28. C) P(X,X i ) = A*JJ i k d -^£. 

Hier repräsentirt ex die reducirte Oeflhung desjenigen Kegelmantels, 
welcher von irgend einem Punct der unendlich kleinen Fläche A hin- 
läuft nach der Peripherie von k v 

Sind an Stelle eines Stromes X x mehrere solche Ströme A/, A/' 7 . . . 
gegeben, alle von derselben Stromstärke*«^, so wird nach (28. C) das 
Potential aller dieser Ströme zusammengenommen in Bezug auf A den 
Werth haben : 

(29.) P(X, A,'+ V+ ■■■) = AWJ l X d ( ? V ± ff + ' ' ° , 

wo ex, e" V, ... die " reducirten .Oeffnungen derjenigen Kegel vor- 
stellen, welche von einem Punct der Fläche A hinlaufen respective 
nach den Peripherien von A/, A t ", . . . Bilden nun diese Ströme 
A t ', A/', .... in ihrer Gesammtheit einen einzigen geschlossenen ebe- 
nen Strom A 1; so wird e' = e" = • - - -, mithin 
f f * ^ ff % \j 

£ X + 6 X + * * ' = *K, 

wo sK die reducirte OeflEnung desjenigen Kegels bezeichnet, Welcher 
hinläuft nach der Peripherie von A,. Somit ergiebt sich: 

(30.) P(l,^) = A^JJ i l d ^; 

eine Formel*), welche zeigt, dass die Darstellungsweise (28. C) auch 



*) Beiläufig bemerkt, ergeben sich hieraus für das Potential zweier ebenen 
Ströme A, A t , deren jeder beliebige Dimensionen besitzt, folgende beiden Dar- 
stellungen : 



= A* JJ i S X i 



8(»iK,) 
dn t ' 

Hier bezeichnen X, l t die unendlich kleinen Elemente von A, A lt und w, n t die 
positiven Normalen derselben. Ferner repräsentirt s K die reducirte Kegelöffhung 
von X nach A t , und ^Kj diejenige von X x nach A. 
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dann noch anwendbar ist, wenn man den unendlich kleinen Strom 
l { ersetzt durch irgend welchen ebenen Strom Aj von beliebigen 
Dimensionen und beliebiger Gestalt. 



§• 48. Das Solenoid und die zugehörigen Definitionen. 

Unter einem Solenoid versteht man bekanntlich ein System un- 
endlich kleiner Stromringe, welche zusammengenommen eine röhren- 
förmige Fläche bilden. Alle diese Einge haben einerlei Stromstärke, 
und die aufeinanderfolgenden eine übereinstimmende Stromrichtung. 
Die Stromflächen der einzelnen Ringe stehen sämmtlich senkrecht 
gegen die Axe der röhrenförmigen Fläche; und die Mittelpuncte jener 
Stromflächen folgen aufeinander längs dieser Axe in gleichem, und 
zwar unendlich kleinem Abstände. — Ob die Ringe kreisförmig oder 
von complicirterer Gestalt sind, ob ferner die Axe jener röhrenfonni-. 
gen Fläche eine gerade oder krumme Linie ist, bleibt gleichgültig. 

Axe und Querschnitt des Solenoids. — Darunter sind die 
Axe und der Querschnitt der röhrenförmigen Fläche zu verstehen; so 
dass also z. B. der Querschnitt identisch ist mit der Sfcromfläche des 
einzelnen Ringes. 

Dichtigkeit des Solenoids. — So pflegt man diejenige An- 
zahl von Ringen zu nennen, welche sich vorfindet auf der Längen- 
einheit der Axe. Bezeichnet man also diese Dichtigkeit mit d, so wird 
d . v diejenige Zahl von Ringen vorstellen, welche sich vorfindet auf 
einem Segmente v der Solenoidaxe; ebenso wird 8 . Dv diejenige An- 
zahl von Ringen sein, welche vorhanden ist auf einem äusserst kur- 
zen Element Dv jener Axe. 

Positive Richtung der Solenoidaxe. — So pflegt man die- 
jenige Richtung dieser Axe zu nennen, welche markirt wird durch die 
positiven Normalen der einzelnen Stromringe. Der in einem einzelnen 
Ringe Liegende und nach dem Mittelpunct dieses Ringes Hinsehende 
wird die positive Normale des Ringes, und gleichzeitig also auch die 
positive Richtung der Solenoidaxe andeuten mit ausgestreckter Linken. 

Negativer und positiver Pol. — Darunter sind die beiden 
Endpuncte der Solenoidaxe zu verstehen, und zwar in der Weise, dass 
die positive Richtung dieser Axe hinläuft vom negativen zum posi- 
tiven Pol. 

Die Intensitäten der beiden Pole. — Von den beiden Zahlen*) 

{—A\kS) und (+A\ Xd) 



*) Ich werde die dem Solenoid zagehörigen Grössen durchweg mit Grie- 
chischen Buchstaben, z. B. seine Stromstärke mit I (Jota) bezeichnen. 
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mag die erstere die Intensität des negativen, letztere die Intensität des 
positiven Poles genannt werden. Dabei sollen I, A und d respective 
Stromstärke, Querschnitt und Dichtigkeit des Solenoids vorstellen, 
und 4 die positive Quadratwurzel aus der im Ampereschen Gesetz 
(pg. 243) enthaltenen Constanten A 2 . 

Ist schlechtweg nur von einem Solenoidpol die Rede, so wird 
darunter ein Solenoid zu verstehen sein, dessen anderer Pol in unend- 
licher Ferne sich befindet. 

§• 49. Die ponderomotorische Einwirkung zweier Solenoide auf 

einander. 

Zur Bestimmung dieser Einwirkung bedarf es offenbar nur der 
Berechnung des gegenseitigen Potentiales. 

Die (im Allgemeinen krummlinigen) Axen der gegebenen So- 
lenoide m&gen angedeutet sein durch 

a . . . . ß (Dv) ....y, 
und durch 

«i — A(Dvi) — rn 

der Art, dass a, cc t die negativen Pole, y, y x die positiven Pole, ß, ß i 
zwei beliebige Puncte der beiden Axen, endlich Dv, Dv t zwei re- 
spective von ß und ß x ausgehende Elemente der beiden Axen vor- 
stellen. — Ferner seien I, \ t die Stromstärken, A, Aj die Querschnitte, 
und <J, d 1 die Dichtigkeiten der beiden Solenoide; so dass also d Dv 
und d, Dv x die Anzahl der respective auf Dv und Dv t vorhandenen 
Ringe bezeichnen. 

Das Polential P zwischen zwei einzelnen respective bei ß und ß r 
befindlichen Ringen A und A t ist darstellbar durch die Formel (pg. 250.) 

*± 

(31.) P(A, A^^^L 2 ! \ t AA r r 



dv dv t 

wo v, v x die positiven Normalen von A, A t d. i. die Richtungen von 
Dv, Dv t vorstellen, während r die Entfernung zwischen den Mittel- 
punkten ß 7 ß x der beiden Ringe bezeichnet. 

Um das Potential P (Di/, Dv t ) der beiden Solenoidelemente 
Dv und Dv t zu erhalten, hat man den Ausdruck (31.) noch zu mul- 
tipliciren mit den Zahlen der in diesen Elementen enthaltenen Ringe, 
also zu multipliciren mit d Dv und d t Dv v Somit erhält man: 

. (32.) P (Dv, Dv t ) = 4M I, A i, * *, -^- Dv Dv t . 

Hiejaus endlich ergiebt sich das Potential P(a y, cc t y x ) der Solenoide 
selber durch Integration; es wird also: 
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y Yi 



(33.) P (« y, «, y.) - (J. U *) (^ I, A t *,) 2 2 \^-^- 
oder, falls man die Integrationen wirklich ausführt: 

(34.) P(a y, «, y,)-^* 'XA*. ^^^ri^Tl"^])' 

wo unter [y y t ] u. s. w. die gegenseitigen Entfernungen der betreffen- 
den Pole zu verstehen sind. 

Durch Einführung der vier Pol-Intensitäten (pg. 252) : 

(35.) ^ A ilH, T=+iU Ä, 

Aj = — Ä I, A, <J 1; r t = + J. l t ij tf t 

gewinnt die Formel (34.) die einfachere Gestalt: • 

/«^x ™, n rr, , AAt , Ar, . ta, 

(36.) P( ay , ai ^^ + [ _j + [ _L+ I -^ ]; , 
hiefür aber kann kürzer geschrieben werden: 



(37.) P (« y, a t n) = © @ 



MM 



indem man M als Collectivbezeichnung für A, V , ebenso M, als Col- 
lectivbezeichnung für A t , V v endlich r als Collectivbezeichnung für 
die betreffenden Entfernungen in Anwendung bringt. 

Sind also z. B. zwei starre Körper gegeben, von denen 
jeder in seinem Innern beliebig viele Solenoide enthält, 
so wird die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung 
zwischen diesen beiden Körpern von solcher Beschaffen- 
heit sein, als wäre zwischen je zwei Solenoidpolen M, Mj 
ein Potential TT vorhanden von dem Werthe: 

(38.) n-ÜÄ, 

oder (mit andern Worten) sie wird von solcher Beschaffen- 
heit sein, als fände zwischen je zwei Polen M, M t eine re- 
pulsive |£raft statt von der Stärke: 

(39.) ., -4?-^. 

Dabei sind unter M, M t die Intensitäten der beiden Pole 
zu verstehen, unter r ihre gegenseitige Entfernung. 
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§• 50. Die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung zwischen einem 
Solenoid und einem gleichförmigen geschlossenen Strom. 

Das gegebene Solenoid sei, ebenso wie vorhin (pg. 253) > ange- 
deutet durch 

a ß (Di/) y, 

und dnrch I, A, 8. — Der Einfachheit willen mag angenommen wer-* 
den, dass alle Puncte des gegebenen geschlossenen Stromes in einer 
Ebene liegen; seine Stärke sei l 1; und seine ebene Stromfläche A,. 

Das .Potential zwischen einem einzelnen bei ß gelegenen Solenoid- 
Ringe k und zwischen jenem Strom A x hat nach (30.) den Werth: 

(40.) P(A,A 1 )=^II 1 .A^ ) , 

wo v die positive Normale von A, also die Eichtung von Dv bezeich- 
net, während e K die reducirte Kegelöffnung von k nach A t vor- 
stellt. 

Um das Potential P (Dv, \) des Solen oidelementes Dv auf A t 
zu erhalten, ist der Ausdruck (40.) noch zu multipliciren mit der An- 
zahl 8 Dv aller auf Dv befindlichen Ringe. Somit wird: 

(41.) P (J)v, A.) -A(A U S) | t . %^Dv. 

Hieraus ergiebt sich durch Integration für das Potential P (a y, A t ) 
des ganzen Solenoides auf l\± der Werth: 

(42.) P (« y, A t ) = A (A U d) I, • i (^Dv), 

oder (was dasselbe ist): 

(43.) P(« y, \) = A(A\l d) I, \(s K) - (s K) 1 • 

eine Formel, welche bei Einführung der beiden Pol-Intensitäten: 

(44.) A = — A\X8, V = + A\X8 

auch so geschrieben werden kann: 

(45.) P(«y,A 1 )=^l 1 [r( £ K) y +A(«K) ], 

oder kürzer auch so: 
(46.) P (a y, Aj ) = A \ v @ (M. £ K), 

wo alsdann M und fK als Collectivbezeichnungen anzusehen sind für 
A, T, und («K)«,(«K) y . 

Die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung . 
zwischen einem Solenoid und einem ebenen geschlossenen 
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Strom l t isii also von solcher Beschaffenheit, als hätte 
jeder Solenoidpol auf diesen Strom ein Potential vom 
Werthe: 

(47.) A I, M. e K, 

wo M die Intensität des Poles, und £ K die reducirte Oeff- 
nung des von ihm nach dem Strome gelegten Kegelmantels 
bezeichnet. 

Uebrigens sind die Formeln (43.) bis (47.) nur dann richtig, wenn 
das Solenoid vollständig ausserhalb der Stromfläche Aj liegt. Geht 
nämlich das Solenoid an irgend einer Stelle durch die Fläche A t hin- 
durch, so erleidet die reducirte Kegelöflhung e K, falls man die Spitze 
des Kegels längs des-Solenoids fortschreiten lässt,»an jener Stelle eine 
sprungweise Veränderung von — 2 % auf -f- 2it, oder umgekehrt 
(vergl. pg. 241); so dass in diesem Fall der Uebergang von Formel 
(42.) zu (43.) fehlerhaft sein würde. 

Geht, um den allgemeinsten Fall ins Auge zu fassen, das ge- 
gebene "Solenoid a y im Ganzen (p + p) Male durch die Fläche Aj 
hindurch, und zwar p Male in der Richtung der positiven Normale 
von A 17 p' Male in der entgegengesetzten Richtung, so gelangt man 
durch Berechnung des in (42.) vorhandenen Integrals zu folgender 
Formel : 

(48.) P («y, \) = A(AiX <J) I, [(e K)^ - (s K) - (p-p') 4 *] ; 

eine Formel, welche für p=p = in die frühere (43.) zurückfallt. 

§• 51. ' Die ponderomotorische Einwirkung eines Solenoids auf ein 
einzelnes Stromelement. 

Das gegebene Solenoid sei wiederum (pg. 253) bezeichnet durch 
a . . . . ß (Di/) . . . . y, 

und durch I, A, d; die Coordinaten von ß seien £, % £. — Andererseits 
besitze das gegebene Stromelement JDs die Coordinaten x, y, 0. 

Die Kraft X, Y } Z welche der bei ß (oder g, % £) gelegene So- 
lenoid-Ring A auf das Element JDs ausübt, stellt sich dar durch die 
Formeln [vergl. (12.), pag. 245]: 

(49.) X = Ä 2 J I (r Dy — B De), 

T=Ä 2 J\ (AD*— TD*), 
Z=Ä> J\ {BDx — ADy); 
die Grössen A, B, T repräsentiren hier die Determinante des Ringes A 
in Bezug auf den Punct x, y, e, und besitzen also die Werthe [vergl. 
(24.) pag. 247]: 
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d(sx) 

dx ' 
d(ex) 



A — dx 



dy 



r — _ a («*) - 
1 — de ' 

wo fx die reducirte Oeffnung des von x, y y z nach A gelegten Kegel- 
mantels vorstellt; demnach ist (pg. 242): 

(6i.) *«= x i£r> 

wo r die Entfernung zwischen #, y, z und A, andererseits v die positive 
Normale von k, d. i. die Richtung von Dv vorstellt. 

Durch Substitution der Werthe (50.) in die erste der Formeln 
(49.) folgt: 

(52.) X — A'J^Dy-^D*), 

also mit Rücksicht auf (51.): 

(53.) X = -A>J\X. - d - y—Dy- — D*J, 

oder (was dasselbe ist): 

(54.) X = -iVU.l «-^-^-y )D i. 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit der Anzahl 8 Dv der zum 
Solenoidelement Dv gehörigen Ringe, so erhält man die Componente 
X (Dv, Ds) derjenigen Wirkung, welche dieses Solenoidelement auf 
JDs ausübt; es wird also: 

(55.) X ( Dv,Ds)=-AJ(A\Xd)l « - ^ **-<* - J^D». 

Endlich ergiebt sich durch Integration die Componente X (a y, Ds) 
der von dem ganzen Solenoid auf JDs ausgeübten Wirkung: 

(56.) Xiur^^-AJiAUÖ^^^^-Sv^V^^. 
hiefiir mag geschrieben werden: 
(57.) X(«y,Ds)=Q ( i ° ) + Q*> 

(58.) <?Z--AJi-AH ö)(^r^y --to-jf) Pl^ 
«'"- -aj(+auö) ( ( i ~ z) Dy ~ <* - y )»i) t 

* . * * ' y 

Neu mann, die elektrischen Kräfte. 17 
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wo die beigefügten Indices a, y andeuten sollen, dass für g, rj, £, r 
ein Mal die dem Pole «, das andere Mal die dem Pole y entsprechen- 
den Werthe zu nehmen sind. 

Beachtet man, dass die Factoren (— A I k 8) und -\- (A \ X ö) 
nichts Andres sind als die Intensitäten der beiden Pole, so führen die 
Formeln (57.), (58.) zu folgendem Ergebniss. 

Die von einem Solenoid a y auf ein einzelnes Strom- 
element JDs ausgeübte ponderomotorische Wirkung kann 
als zusammengesetzt betrachtet werden aus zwei den bei- 
den Polfen entsprechenden Kräften Q {a) und Q (r) . 

Ist Q irgend eine von diesen beiden Kräften, und sind 
Q x , Q y , Q z die rechtwinkligen Componenten von Q y so gelten 

die Formeln: 

(69.) Q, - - AJM (6-*) p * -ß-±^ t 

q z =-ajm ii^yi^ß-^^y. 

Hier bezeichnen £, rj, g die Coordinaten des betreffenden 
Poles, r seine Entfernung vom Elemente JDs, und M seine 
Intensität; andrerseits bezeichnen x, y, z und Dx , Dy, Dz 
die Coordinaten und rechtwinkligen Projectionen von Ds. 
Die aus (59.) sich ergebenden Formeln 

Q Dx+Q y Dy+Q z Dz = 

zeigen, dass die Kraft Q senkrecht steht gegen die Fläche (M,Ds) 
d. i. gegen die durch den Pol M und das Element Ds sich bestim- 
mende Dreiecktiäche. 

Um die Richtung der Kraft ihrem Sinne nach zu bestimmen, 
mag zunächst diejenige Normale* N der Dreieckfläche (M, Ds) con- 
struirt werden, welche der im Stromelement JDs Liegende und nach 
M Hinsehende mit ausgestreckter Linken markirt. Die drei von x, y, z 
ausgehenden Richtungen: 

Ds (D#, Dy, Dz), r (g — x,r\ — y,t. — z), und N 
bilden alsdann ein Strahlenbündel von positivem Charakter (vrgl. 
den Satz, pag. 83); es ist also: 

(/?.) Char(Ds, r, N)=pos; 

und folglich: 



Digiti 



zedby G00gk 



Solenoids auf ein Stromelement. * 259 

Dx g — x cos U 
(y.) Dy r\ — y cos V = pos, 

Dz l — z cos W \ 
wo unter cos U, cos V, cos W die Richiungscosinus von N zu ver- 
stehen sind. Ausserdem gelten für diese Richtungscosinus die Re- 
lationen : 

(d.) (g - x) cos U + (rj—y)cosV+($— z) cos W = (), 

(*.) Dx. cos U + Dy. cos V + Dz. cos W = 0, 

(§.) 60S 2 U + C0S 2 V+C0S°-W= 1. ' 

Aus (d.) und (s.) folgt sofort: 

X cos ü = (g — *) D?/ - (*/ - y) Di, 
(>?.) A cos F = (| -'- x) Dz — (£- je?) Da;, 

kcos W — (rj— y\ Dx — \% — x) Dy, 
wo X noch unbekannt ist. Erhebt man die Formeln (rj.) zum Quadrat 
und addirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (£•) 

A 2 = [ (g - xf + • • ] [ (Dx) 2 + ..]-[ (g ' x) Dx + • • • f , 
= [> Ds] 2 — [r Ds • cos ( r, Ds>] 2 , 
= [r Ds. sm (r, Ds)] 2 , 
folglich : 

(fr.) A = (+ I) r Ds. sin (r, Ds). 

Der Winkel (r, Ds) mag jederzeit so gerechnet werden, . dass er 
zwischen 0° und 180° liegt, dass also sein Sinus positiv ist. Solches 
festgesetzt, kann der in (fr.) enthaltene Factor (+ I) näher bestimmt 
werden. Substituirt man nämlich die Werthe von cos U> cos V } cos W, 
(rj.) in die Formel (y.), so erhält man: 

und daher: 

(l.) A =pos. 

Sodann aber folgt aus (fr.) und (i.) sofort, dass jener Factor (+ 1) 
den Werth (+ 1) hat. 

Somit ergeben sich aus (rj.) und (fr.) für cos U, cqs V, cos W 
schliesslich die Werthe: 

r Ds. sin [r, Ds) 

(X.) COS V = fr ; , n - J , 

v ' r Ds. sin {r, Ds) f 

r Ds. sin (r, Ds) 

17* 
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Hieraus ersieht man, dass die Formeln (59.) in folgender Weise dar- 
gestellt werden können: 

(1.) Q x = -AJM *-**'?■ &*):«"?- , 

Q=etc. 

oder bei etwas anderer Anordnung auch so: 



Oi.) Q = - A J^.M.sin(r, Ds) ^ y> 



r 

Diese Formeln aber führen sofort zu folgendem Resultat: 

Die von einem Sölenoidpol M auf ein einzelnes Strom- 
element JDs ausgeübte Kraft Q steht senkrecht gegen die 
durch denPol und das Element sich bestimmende Dreiecks- 
fläche. Rechnet man sie in derjenigen Richtung, welche 
ein im Stromelement Liegender und nach dem Pol Hin- 
sehende^ markirt mit ausgestrekter 'Linken, so wird ihre 
Stärke dargestellt sein durch: 

( 60.) Q A JV^_.m L (r,m ) 

wo r die Entfernung des Poles vom Stromelemente bezeich- 
net. — Ihr Angriffspunkt liegt im Stromelement. 

Diese Bemerkung über den AngrifFspunct dürfte, so selbstver- 
ständlich sie auch erscheinen mag, doch für die folgende Unter- 
suchung von einigem Gewicht sein. 

§• 52. Fortsetzung. — Die wechselseitige punderomotorJsche Einwirkung" 
zwischen Solenoid und Stromeleinent. 

Es sei gegeben ein starrer Körper K, in dessen Innerm beliebig 
viele, etwa N Solenoide enthalten sind, und irgendwo ausserhalb des 
Körpers ein Stromelement JDs. Es sollen diejenigen ponderomo- 
torischen Wirkungen eldy. Us betrachtet werden, welche Körper und 
Stromelement wechselseitig auf einander ausüben. 

Diese Wirkungen sind in letzter Instanz auf Elementarwirkungen 
nach dem Amp er e'schen Gesetz zurückzuführen, und müssen folglich, 
ebenso wie jene Elementarwirkungen, in Einklang sein mit demPrincip 
der Action und Reaction. 

Um die Verhältnisse genauer darlegen zu können, seien s^ und s' 
zwei einander unendlich nahe ponderable Massenpuncte, ersterer 
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angehörig dem Elemente JDs, letzterer *) dem starren Körper K. 
Ferner sei IDa irgend ein Stromelement**) der in dem Körper ent- 
haltenen Solenoide, und <r ein ponderabler Massenpunct dieses Ele- 
mentes; so dass also a, ebenso wie s 9 dem starren Körper K an- 
gehört. 

Die gegenseitige Einwirkung zwischen JDs und I D tf ist nach 
dem Ampere* sehen Gesetz dargestellt durch zwei diametral entgegen- 
gesetzte Kräfte, welche also, gerechnet in einerlei Richtung, zu be- 
zeichnen sind mit P und — P, oder genauer mit 

(A.) P{s) und — P(tf), 

wo die in Parenthese beigefügten Buchstaben die Angriffspuncte 
andeuten sollen. Diese Kräfte (A.),sind ersetzbar durch 

(B.) P(s) und — P(s'); 

denn die auf den starren Körper K einwirkende Kraft — P(a) kann 
längs ihrer eigenen Linie (d. i. längs a s oder ös') beliebig weit, z.B. 
so weit verschoben werden, dass ihr Angriffspunct von a nach s ge- 
langt; nach Ausführung dieser Verschiebung wird sie aber zu bezeich- 
nen sein mit — ■ P(s). 

Nimmt man für I Da der Reihe nach sämmtliche Stromele- 
mente der gegebenen Solenoide, so erhält man unendlich viele Paare 
(B.), jedes bestehend aus zwei diametral entgegengesetzten, 
respective in s und s angreifenden Kräften. Vereinigt man in diesen 
Paaren (B.) sämmtliche P (s) zu einer Resultante, andererseits sämmt- 
liche — P(s) ebenfalls zu ihrer Resultanten, so werden diese resul- 
tirenden Kräfte offenbar wiederum diametral entgegengesetzt, 
also mit B und — R, oder genauer mit 

(r.) R(s) und — R(s) 

zu bezeichnen sein. Diese Kräfte (f".) repräsentiren die gesuchten 
Gesammtwirkungen , nämlich R (s) diejenige des Körpers K auf das 



*) Wir können uns nämlich bei der hier anzustellenden Betrachtung die pon- 
derable Masse des starren Körpers nach allen Seiten hin beliebig weit ausge- 
dehnt denken, oder wir können uns diesen Körper, etwa mit einem Arm versehen 
denken, welcher bis zum Elemente JDs hinreicht; der Endpunct dieses Armes 
würde «alsdann der von uns eingeführte Punct s' sein. 

Denkt man sich aber in solcher Weisellen Punct s als den Eudpunct eines 
vom Körpel ausgehenden Armes, so wird, falls die relative Lage des Stromele- 
mentes JDs zum Körper sich ändert, der anzuwendende Arm in jedem Augen- 
blick ein anderer sein. Denn es soll ja der Endpunct s' des Armes dem Element 
JDs [oder, was dasselbe, dem auf JDs festgesetzten Punct s ] beständig un- 
endlich nahe sein. 

•*) Jedes Solenoid ist zerlegt zu denken in seine einzelnen Ringe und jeder 
Ring in seine einzelnen Elemente. Irgend eines dieser letztern ist alsdann mit 
ID<f bezeichnet. . 
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Stromelement JDs, und — R(ß) diejenige des Stromelenientes auf 
den Körper. 

Die Kraft R(s) repräsentirt >lso die Gesammtwirkung des Körpers 
auf das Element JDs, d. i. die Gesammtwirkung der in dem Körper 
enthaltenen N Solenoide auf dieses Element, und kann daher, ent- 
sprechend den 2 N Polen der Solenoide, als zusammengesetzt betrachtet 
werden aus 2N Kräften Q oder Q(s), jede senkrecht gegen die durch 
das Element JDs und den betreffenden Pol sich bestimmende Dreieck- 
fläche |Vergl. (59.), (60.) -J 

Folglich kann die zu K(s) diametral entgegengesetzte Kraft — R(s) y 
die Gesammtwirkung des Elementes J Ds auf den Körper, als zusammen- 
gesetzt betrachtet werden aus den 2 N entgegengesetzten Kräften — Q 
oder — Q{ß). Somit ergiebt sich der Satz: 

Sind im Innern eines starren Körpers K irgend welche 
Solenoide enthalten, so ist die gegenseitige Einwirkung 
.zwischen diesem Körper K und einem gegebenen Strom- 
element JDß von solcher Beschaffenheit, als wären zwi- 
schen jedem Soleuoidpol und dem Elemente JDs zwei 
einander diametral entgegengesetzte Kräfte 

(61.) Q(s) und —Q(s) 

vorhanden, erste re einwirkend auf einen Punct s des Strom- 
elements, letztere auf einen unendlich nahe an s gelegenen 
Punct s des Körpers*). 

Von diesen beiden Kräften, welche senkrecht stehen 
gegen die durch denPol und das Element sich bestimmende 
Dreieckfläche, ist die erstere Q(s) in (59.) und (60.) näher 
besprochen worden hinsichtlich ihrer Componenten, sowie 
hinsichtlich ihrer Stärke und ihres Sinnes. 



§• 53. % Fortsetzung. — Die ponderomotorische Arbeit zwischen Solenoid 
und Stromelement. Bemerkung über die elektromotorische Einwirkung. 

Die unendlich vielen Bewegungsarten, welche ein gegebenes ma- 
terielles System anzunehmen im Stande ist, können in zwei Cjlassen 
getheilt werden: * 



*) Sämmtliche Kräfte, welche das Stromelement JDs auf den Körper aus- 
übt, haben also ihren Angriffspunct in s\ d. i. unendlich nahe an jenem Ele- 
mente. Denkt man sich daher den Körper drehbar um eine gegebene Axe, so 
wird er unter der Einwirkung jenes (etwa fest aufgestellten) Elementes in Ruhe 
bleiben, sobald die Axe durch s\ d. i. durch jenes Element geht, hingegen in 
Bewegung geraden, wenn die Axe eine andere Lage hat. 
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Erstens. Bewegungen, bei denen die relativen Verhält- 
nisse des Systems sich ändern- 
Zweitens. Bewegungen, bei denen die genannten Verbält- 
nisse constant bleiben*). 

Bestehen die inneren Kräfte des Systems in letzter Instanz aus 
lauter Centralkräften**), so ist keine Tendenz vorhanden zur Er- 
zeugung einer Bewegung zweiter Classe. In der That kann alsdann, 
falls das System zu Anfang in Ruhe ist und äussere Einwirkungen 
fehlen, eine Bewegung zweiter (Jlasse niemals eintreten; wird aber 
durch geeignete äussere Einwirkungen eine solche Bewegung zweiter 
Classe wirklich hervorgerufen, so ist die während derselben von jenen 
inneren Kräften verrichtete Arbeit gleich Null. 

Anders verhält es sich, wenn die innern Kräfte von der Natur 
der Ampere'schen Kräfte***) sind; wovon wir uns leicht durch 
ein Beispiel überzeugen köpnen. 

Der im vorhergehenden § betrachtete Körper K sei ein um seine 
eigene Axe drehbarer Gylinder. Im Innern dieses Körpers sei nur ein 
einziges Solenoid enthalten, dessen Axe mit der Drehungs- oder Cy- 
linder-Axe zusammenfällt, und dessen einzelne Ringe genau kreisförmig 
sind; so dass also Körper und Solenoid zusammengenommen völlig 
symmetrisch sind in Bezug auf die Drehungsaxe. 

Mit dieser Axe sei ausserdem durch irgend welche Arme ein 
Stromelement JDs verbunden, in solcher Weise, dass dasselbe (unab- 
hängig vom, Körper K) um diese Axe beliebig gedreht werden kann. 

Aus dem Satze (61.) ergiebt sich, dass alsdann der Körper K auf 
das Element J Ds ein gewisses Drehungsmoment A, und umgekehrt 
JDs auf K das entgegengesetzte Drehungsmonrent — A ausübt. 

Die zwischen Element und Körper vorhandenen Kräfte besitzen 
also die Tendenz, diesen beiden Objecten entgegengesetzte Drehungen 



*) Besteht, um einige Beispiele anzugeben, das System aus nur zwei Massen- 
puncten, so wird eine Bewegung zweiter Classe vorhanden sein, falls der eine 
im Kreise um den andern herumlauft. Besteht ferner das System aus zwei starren 
Körpern A und B t von denen der letztere ein homogener Rotationskörper ist, so 
wird eine Bewegung zweiter Classe vorhanden sein, sobald A ruht und B um 
seine geometrische Axe sich dreht,. 

**) Unter einer Centralkraft verstehe ich eine Kraft, deren Stärke nur 
von der Entfernung der betrachteten Elemente abhängt, und deren Richtung 
mit dieser Entfernung zusammenfällt. 

***) Die Kraft, welche nach dem Ampere'schen Gesetz, zwischen zwei 
elektrischen Stromelementen stattfindet, hängt, ausser vou der Entfernung, auch 
noch von gewissen Winkeln ab, und besetzt also nicht mehr den Charakter 
einer Centralkraft 
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einzuprägen. Mit andern Worten: Sie besitzen eine Tendenz 
zur Hervorrufung einer Bewegung zweiter Classe. 

Drehen sich Element und Körper während der Zeit dt um irgend 
welche Winkel, die, in einerlei Sinn gerechnet, = dtp und = dq>' 
sind, so ist Arfgp diejenige Arbeit*), welche die zwischen den beiden 
Objecten vorhandenen Kräfte während jener Zeit auf das Element 
ausüben, andererseits — " Ad<p' diejenige, welche sie auf den Körper 
ausüben. Trotzdem also, dass die betrachtete Bewegung zur 
zweiten Classe gehört, werden dennoch während derselben 
von jenen Kräften gewisse Arbeiten verrichtet. 

Die vom Körper K auf das Element JDs ausgeübte Wirkung 
zerfällt, entsprechend den beiden Polen M und M t des Solenoids, in 
zwei Kräfte 

(62.) Q und Q { , 

welche senkrecht stehen respective gegen die Ebenen (Ds, M) und 
(Ds, M,). Desgleichen zerfällt das (schon erwähnte) vom Körper K 
auf JDs ausgeübte Drehungsmoment A ebenfalls in zwei Theile: 

(63.) A = d + d { . 

Um das dem Pole M entsprechende Q und 8 näher zu bestimmen, 
bedienen wir uns eines Axensystemes, dessen Anfangspunct in M liegt, 
und dessen zAxe mit der Solenoidaxe zusammenfällt. Alsdann ergeben 
sich aus (59.) für die ' Componenten Q x > Q , Q 9 der Kraft Q die 
Werthe: 

Qx= ÄJM * D »- yD0 > 
(64.) Q^AJM 

Q 3 = A J M 

wo x y y, z. und Dx, Dy 7 Dz die Coordinaten und Projectionen von 
Ds vorstellen, während r= j/#? -j- y 1 -j- z 1 ist. 
Ferner ergiebt sich: 
(65.) fi^ x Q y -yQ x , 

oder falls man die Werthe (64.) substituirt; 

(66.) *-ajm «W'-'W + yW»-*»») f 

= AJtA ** D * ~ z(xT>x+yDy + zDz) 



xDz — zDx 
yDx — xDy 



= AJtA 



\ r r* ) ' 



*) Man vergl. pag. 49. 
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= A JM. D(co5#); 
hier bezeichnet ft den Winkel, unter welchem die Linie r (M »-► Ds) 
gegen die z Axe, d. i. gegen die Solenoidaxe. geneigt ist, und D (cos #) 
diejenige Aenderung, welche cos ft erfährt, sobald man den Endpunct 
der Linie das Element Ds durchwandern lässt. 

In analoger Weise kann offenbar 8 t berechnet werden, so dass 
man also die Formeln erhält: 
(67.) S =AJ\A .D {eosV), 

d i = AJM 1 .D\cosd' i )] 
woraus mit Rücksicht auf (63.) folgt: 

(68.) ' A = A J[M D(cos&) -f M t D(cos 0-,)] 

dabei ist zu bemerken, dass M t = — M ist. 

Dieses A (68.) repräsentirt das vom Körper K auf das Element 
D.s ausgeübte Drehungsmoment. Demgemäss wird das umgekehrt von 
Ds auf K ausgeübte Drehungsmoment gleich — A sein. 

Drehen sich nun Ds und K während der Zeit dt um irgend 
welche Winkel und bezeichnet man diese Winkel, in demselben Sinne 
wie A gerechnet, respective mit dtp und d<p\ so repräsentirt A dtp die 
während der Zeit dt von K auf Ds ausgeübte Arbeit, und — Adtp' 
diejenige, welche während dieser Zeit von Ds auf K ausgeübt wird; 
so dass man also schreiben kann: 

(69. a.) dT* a = + A d<p =A J[M D(cos fl^ + M, D^os^)] dtp, 

(69.0.) dT ^ ==s ~ A <V=— AJ[tA D(cosft\+M { D(cosd> x )]d<p\ 

Nehmen wir an der-Körper K und das in ihm enthal- 
tene Solenoid seien unendlich lang, so dass der Pol M, in 
unendlicherFerne liegt, so reduciren sich die Formeln (69. ec, ß) auf : 

(70. «) dT* s = + A JtA. D (cos »). d<p, 

(70. ß) d T^= — AJfA.D (cos »). d tp', 

Formeln, welche sich beiläufig bemerkt noch einfacher gestalten lassen 
durch Einführung einer gewissen Kegelöffnung*). 



*) Die Formel (70.«) kann nämlich so dargestellt werden: 

K 

dT = — AJtA. sin &. D&. d<p, 

=*±AJ1A. dco, 
wo dm die Oeflhung desjenigen Kegel repräsentirt, welcher vom Pole M nach 
der vom Element JDs während der Zeit dt beschriebenen Fläche hinläuft; denn 
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Nimmt man statt des Elementes Jus ein Stromsegment 
(J, ac) von endlicher Länge, welches ebenfalls um die gegebene 
Axe in Rotation begriffen ist, so erhält man aus (70. ccj ß) durch In- 
tegration die analogen Formeln: 

(71. a) dT ac= + A J M ( cos # {c) -cos & ia) )d(p, 

(71. ß) dT ac =— AJN\(cos & {c) —cos& (a) )d<p', 

wo & (a) und ^ die Winkel der Strahlen M a und Mc gegen die Drehungs- 
axe vorstellen. 

Um die hier entwickelte Theorie, welche* bekanntlich schon Ampere 
gegeben hat, experimentell zu verfolgen, bedient man sich gewisser 
Apparate*), bei denen entweder K oder ac in fester Aufstellung sich 
befindet. Im erstem Fall entsteht alsdann, in Folge der elektrody- 
namischen Kräfte, eine rotirende Bewegung von ac, im letztern eine 
im entgegengesetzten Sinn rotirende Bewegung des Körpers K. 

Bemerkung. — Aus (71. a, ß) folgt durch Addition: 

(72.) äT K aQ + dT a A c =A J M (cos& {e) - cosfr <a) ) {dtp - dtp'), 

wo dtp — dtp den relativen Drehungswinkel vorstellt*, d. i. den- 
jenigen Winkel, um welchen das Segment ac dem Körper K während 
der Zeit dt voraneilt. Mit Hilfe dieser Formel (72.) kann nun, unter 
Anwendung eines früher gefundenen Satzes (pag. 235), sofort auch 
die Summe derjenigen elektromotorischen Kräfte angegeben wer- 
den, welche der Körper K während der Zeit dt im Segmente <xc her- 
vorbringt. Denn das vom Körper K beherbergte Solenoid ist nichts 
Anderes als ein System constanter elektrischer Ströme; sodass also 
der Anwendung des citirten Satzes (pag. 235) kein Hinderniss ent- 
gegensteht. Man gelangt in solcher Weise zur Erklärung der soge- 
nannten unipolaren Induction**). 



diese Oeffnung hat die Gestalt eines kleinen Parallelogramms, dessen Basis durch 
sin *r. dtp, und dessen Höhe durch D& repräsentirt ist. 

Das Vorzeichen ± in dieser letzten Formel näher bestimmen zu wollen, 
würde unnöthige Mühe sein. Denn wir werden später [vgl. (7. a ), pag. 272.] 
auf, anderem Wege zu allgemeineren Formeln gelangen, die auch dem Vor- 
zeichen nach völlig bestimmt sind. 

*) Auf derartige Apparate ,ist bereits früher (bei Besprechung der Heim- 
holtz' sehen Theorie, pag. 78) hingewiesen worden. Man findet die Beschreibung 
dieser Apparate in Wüllner's Experimentalphysik, Leipzig 1865, Bd. II, pag. 
1125 und 1129. 

**) Vergl. Wüllner's Experimentalphysik. Leipzig. 1866. Bd. II, pag. 1262. 
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. §• 54. Fortsetzung« — Das Biot-Savart'sche Gesetz. 

„Befinden sieh im Innern eines starren Körpers K irgend welche, 
„etwa N Solenoide, so ist die gegenseitige Einwirkung zwischen die- 
„sem Körper und einem gegebenen Stromelement JDs von solcher 
„Beschaffenheit, als wären zwischen jedem Solenoidpol M und dem 
„Elemente JDs zwei diametral entgegensetzte [gegen die Ebene (Ds, M) 
„senkrecht stehende] Kräfte 

(73.) Q(s) und - Q(if) , 

„vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct 5 des Elementes, letztere 
„auf einen unendlich nahe an s gelegenen Punct 5' des Körpers." 

Dieser in (61.) gefundene Satz ist einer gewissen Umgestaltung 
fähig, von welcher hier die Rede sein soll. Zuvörderst sei bemerkt, 
dass für die Componenten Q x , Q y ,Q^ und — Q x ,~ Q y ,— Q z jener 

Kräfte (73.) die Formeln gelten [vergl. (59.)] 

(74.) ' Q- -AJ tA<*=^> D * [- (£ - Z) U * , 



= _ aj m in - ») Dx - (g ~ g) p y 



wo £, % £ die Coordinaten von M, andererseits x, y, z die Coordinaten 
von s, mithin auch diejenigen von s vorstellen. 

Die Gesammtheit der 2N Kräfte — Q(s), oder (mit andern Wor- 
ten) die vom Elemente JDs auf den Körper. K ausgeübte Wirkung, 
soll näher untersucht werden. Ohne dass in- dieser Wirkung eine Aen- 
derung entsteht, kann jede Kraft — Q(s) sich selber parallel im In- 
nern des Körpers beliebig verlegt werden, vorausgesetzt, dass man ein 
geeignetes Drehungsmoment hinzufügt. 

So ist z. B. die irgend einem specielle'n Pole M entsprechende 
Kraft — Q(s) aequivalent mit den drei Kräften 
- Q(s), - <?(M), + Q\W), 
wo unter — Q(M) und -J- Q(tA) zwei einander entgegengesetzte, in 
M angreifende Kräfte zu verstehen sind, von denen die erstere mit 
— Q( s ) von gleicher Richtung und Stärke sein soll. Mit andern Wor- 
ten: Es ist 

(75.) — Q(s) • aequivalent — Q(tA), A, 

wo A das durch die beiden Kräfte — Q(s), + Q(M) ausgedrückte 
Drehungsmoment repräsentirt. Die rechtwinkligen Componenten dieser 
beiden Kräfte sind respective — Q x >— Q y ,-~ Q > und -(- Q x ,-\- Q y -\-Q z \ 

demgemäss besitzen die rechtwinkligen Componenten A x> A A des 
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268 Das Biot-Savart'sche Gesetz. 

Drehungsmomentes A (oder vielmehr der geometrischen Charakteristik 
von A) folgende Werthe: 

\ = (*i-y)Q.-(t-*)Q v , 

(76.) & f =(t- e )Q x -(Z-x)Q„ 

A,= a-x)Q-( V -y)Q x . 
Hieraus erhält man durch Substitution von (74.) successive 

A 4J M ^~ - ] - + • ' ] P *~ (6 -*)f(6-* )P*+- •] 

ÄJM . D (JL=±) t 

wo die Charakteristik D den Componenten D#, Dy, D# des "gegebenen 
Stromelementes entspricht; so dass also statt D auch geschrieben wer- 

den kann -r— l)$. Somit erhält man schliesslich: 

os 

A_ 



.— ^'-•■H(-7 J ) n * 

(77.) A__^ JM ..|(^)D S , 



Wird nun jede der 2N Kräfte — Q(s) »ach dem Schema (75.) 
behandelt, so wird die von JDs auf dem Körper K ausgeübte 
Wirkung ausgedrückt sein durch 2N'm den einzelnen Po- 
len angreifende Kräfte — ^(M), und daneben durch 2^ 
Drehungsmomente A. 

Gehört das Element JDs einem geschlossenen gleichförmigen 
Strome an v und soll die Wirkung dieses ganzen Stromes auf den 
Körper K ermittelt werden, so sind die Momente A fortzulassen ; denn 
die Ausdrücke (77.), integrirt über alle Elemente eines solchen Stromes, 
geben Null. Somit haben wir folgenden Satz: 

Sind im Innern eines starren Körpers irgend welche 
Solenoide enthalten, und ist ausserhalb des Körpers ein 
geschlossener gleichförmiger Strom gegeben, so wird die 
gegenseitige Einwirkung zwischen Strom und Körper von 
solcher Beschaffenheit sein, als wären zwischen jedem 
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Sätze über Potential und Kegelöffnung. 269 

Stromelenient JDs und jedem Solenoidpol M zwei Kräfte 
von gleicher Stärke und entgegengesetzter Richtung 

•(78.) Q(s) und - .Q(fA) 

vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct s des Ele- 
mentes, letztere auf den Pol M. 

Von diesen beiden Kräften, welche senkrecht stehen ge- 
gen die Ebene (M, Ds), ist die erstere Q(s) diejenige, welche 
bereits in (59.) und (60.), hinsichtlich ihrer Componenten, 
ihrer Stärke und ihres Sinnes, näher besprochen wurde. 

Dieses Gesetz, nach welchem die zwischen Solenoidpol und Strom- 
element vorhandenen Kräfte nach zwei parallelen respective durch Pol 
und Element gehenden Linien wirken (zusammengenommen also ein 
sogenanntes Kräfte-Paar bilden), wird zu bezeichnen sein als ein 
scheinbares Gesetz, welches nur für den Fall eines geschlossenen 
gleichförmigen Stromes mit dem wirklichen aequivalent ist. 
Von diesem scheinbaren Gesetz unterscheidet sich jenes wirk- 
liche in sehr beträchtlicher Weise; denn letzteres (61.) sagt aus, dass 
die genannten Kräfte beide nach ein und derselben Linie wirken, nach 
einer Linie, welche durch das Stromelement geht. 

Mit dem scheinbaren Gesetze (78.) steht in enger Verbindung 
ein von Biot und Savart erhaltenes Resultat*). Diese Physiker fol- 
gerten nämlich aus ihren experimentellen Untersuchungen, dass das 
Element eines gleichförmigen geschlossenen Stromes auf einen Magnet- 
pol eine Kraft ausübe, welche in diesem Pole ihren Angriffspunct hat, 
und überhaupt hinsichtlich ihrer Richtung und Stärke identisch sei 
mit der in (78.) besprochenen Kraft — #(M). 



§• 55. Die Sätze des Potentials und der Kegelöffnung für sogenannte 
ungeschlossene Ströme. 

Ein starrer Körper K enthalte in seinem Innern ein System von 
Solenoiden, oder allgemeiner ein System von geschlossenen gleich- 
förmigen Strömen; und ausserhalb dieses Körpers belinde sich ein ■ 
biegsamer Drahtring s, durchflössen von einem gleichförmigen 
Strome J. Sowohl K als auch s seien begriffen in beliebig gegebenen 
Bewegungen; es sollen diejenigen ponderomotorischen Arbeiten eldy. 
Ursprungs: 

d'f und rfr; 

aC a 



*) Man vergl. Amp&fe: Theorie des Ph6n. elektrody. Paris, 1826, pag. 149. 
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270 Sätze über Potential und Kegelöffnung. 

in Betracht gezogen werden, welche der Körper und ein gegebenes 
Segment ac des Stromringes s während der Zeit dt auf einander 
ausüben. 

Die Summe beider Arbeiten ist leicht angebbar nach einem 
früheren Satz (pag. 238), nämlich darstellbar durch v 

(1. a) dT*+ d T™= J. P (K, df). 

Um den Sinn dieser Formel darlegen zu können, denke man sich einen 
mit K starr verbundenen, nach allen Seiten beliebig weit ausgedehn- 
ten Raum (K), welcher an der Bewegung jenes Körpers theil- 
nimmt. Alsdann bezeichnet df diejenige Fläche, welche das Segment 
ac während der Zeit dt im Räume (K) beschreibt. Diese Fläche 
df wird, weil jene Zeit unendlich klein ist, die Form eines unendlich 
schmalen Streifen besitzen, und zu beiden Seiten begrenzt sein von 
denjenigen Curven a c Q u d a x c {9 welche das Segment zu Anfang und 
zu Ende der Zeit dt im Räume (K) occupirt. Endlich bezeichnet 
P (K, df) das Potential der in K enthaltenen Ströme auf einen die 
Peripherie von df umlaufenden Strom von der Stärke Eins, dessen 
Richtung längs a c übereinstimmt mit der Richtung des gegebenen 
Stromes J. 

Aus der für die totale Arbeit geltenden Formel (1. a) könpen 
mit Leichtigkeit analoge Formeln deducirt werden für die einzelnen 
partiellen Arbeiten. 

Die partielle Arbeit dT ist nämlich identisch mit derjenigen 

totalen Arbeit, welche stattgefunden haben würde, falls man den 
Körper K in der von ihm zu Anfang der Zeit dt occupirten Lage ab- 
solut fixirt, das Segment ac hingegen seiner gegebenen Bewegung 
überlassen hätte. Die diesem fingirten Falle entsprechende totale Ar- 
beit ist aber nach (1. a) gleich J. P (K, df), wo df wiederum die- 
jenige Fläche vorstellt, welche das Segment ac während der Zeit dt 
im Räume (K) beschreibt, nur mit dem Unterschiede, dass jener Raum, 
ebenso wie der Körper selbst, gegenwärtig absolut fixirt zu denken ist. 
Somit ergiebt sich also: 

(1.0) äT* = J.P(K,df*)i 

und in ähnlicher Weise erhält man andererseits: 

(I. V) dT" A C =J.P(K,dn- 

In diesen Formeln (1. a, ß, y) haben alsdann df, df\ df" folgende 
Bedeutungen : • 
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df die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit dt in 
Wirklichkeit beschreibt; 

df die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit dt be- 
schrieben haben würde, falls man [ohne in der Bewegung von 
ac eine Aenderung eintreten zu lassen] jenen Raum in der 
von ihm zu Anfang des Zeitelementes occupirten Lage absolut 
fixirt hätte*, 
df" die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit be- 
schrieben haben würde, falls man [ohne in der Bewegung von 
K und (ÜT) eine Aenderung eintreten zulassen] das Segment 
ac in der von ihm zu Anfang der Zeit dt occupirten Lage ab- 
solut fixirt hätte. 
Die Formeln (1. a, ß, y) gestalten sich anschaulicher, sobald wir 
annehmen, dass die innerhalb K befindlichen Ströme lauter Solenoide 
sind; denn alsdann können die Potentiale P (K r df) u. s. w., auf 
Grund eines früheren Satzes (pag. 255), durch gewisse Kegelöffnungen 
ausgedrückt werden. " 

Nach jenem Satze hat nämlich das Potential eines Solenoidpols 
M auf einen ebenen geschlossenen Strom von der Stärke Eins den 
Werth: 

(2.) J.NUK, 

wo A die Constante des Ampere' sehen Gesetzes, und eK die . re- 
ducirte Kegelöffnung des Poles M in Bezug auf den Strom vorstellt. 
— Ist der gegebene Strom nicht eben, so ergiebt sich für das in 
Rede stehende Potential der complicirtere Ausdruck: 

(3.) A M (V x + «' V H ), 

wo 6 x, e" x", .... die reducirten Kegelöffnungen des Poles M in 
Bezug auf diejenigen unendlich kleinen Ströme A', A", .... vorstellen, 
in welche der gegebene Strom zerlegt werden kann. Der Bequemlich- 
keit willen werde der Ausdruck: 

(4.) € f X + 8" X" H 

kurzweg die dem gegebenen Pol entsprechende reducirte Kegel- 
öffnung genannt. Mit andern Worten: 

(5.) Unter der reducirten Kegelöffnung eines 

Pols in_Bezug auf einen geschlossenen (ebenen oder nicht 
ebenen) Strom soll die Summe derjenigen reducirten Kegel- 
öffnungen verstanden werden, welche jener Pol besitzt 
in Bezug auf die den gegebenen Strom ersetzenden unend- 
lich kleinen Ströme. 

Enthält also der Körper K im Ganzen N Solenoide, so wird das 
in (1. a) vorhandene Potential darstellbar sein durch: 
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272 Sätze über Potential und Kegelöffnung. 

(6.) P (JT, df) = A.Z (M. dQ), 

wo die Summe rechter Hand 2N Glieder umfasst; in jedem Gliede 
ist unter dQ die reducirte KegelöfFnung des betreffenden Poles M in 
Bezug auf die Stromfläche df zu verstehen. Die Formeln (1. a, ß, y) 
erhalten hiedurch folgendes Aussehen: 



(7.«) 


(IT* + d T M = A J. Z(tA »d Q ), 


(7-0) 


dT K ~= A J.£(tA.dQ'), 

ac 


(7.y) 


dtf'^AJ.ZiM.dQ"), 



wo dQ, dQ'* dQ" die reducirten KegelöfFnungen des Poles M in Bezug 
auf die Stromflächen df, df, df" vorstellen. 

Bemerkung. — An die Formeln (1. er, ß, y) und (7. cc, /}, y) 
schliesen sich unmittelbar gewisse Erörterungen über die elektro- 
motorischen Kräfte. 

Setzt man nämlich voraus, dass die im Körper K enthaltenen ge- 
schlossenen Ströme nicht nur gleichförmig, sondern auch constant 
sind, so ist die Summe der von diesem Körper im Segmente ac wäh- 
rend der Zeit dt inducirten elektromotorischen Kräfte, abgesehen vom 
entgegengesetzten Vorzeichen, gleich gross mit derjenigen ponderomo- 
torischen Arbeit, welche K und ac während jener Zeit dt wechsel- 
seitig aufeinander ausgeübt haben würden, falls m ac ein Strom 
von der Stärke Eins vorhanden wäre (Satz, pag. 236). Bezeichnet man 
also jene Stimme von elektromotorischen Kräften mit d<&, so ist: 



(8 .) de — ±(dT«+drty- 



Hieraus folgt nach (La): 

(9.) d&= - P(K,df), 

oder, falls die in 2T enthaltenen Ströme lauter Solenoide sind, nach (7.a): 

(10.) d£ = - A.Z(N\.dQ). 

Diese letztere Formel, angewendet auf den Fall eines einzigen So- 
lenoidpols, würde lauten d<& = — AM. dQ] wobei wohl zu beachten, 
dass die KegelöflFnung dQ auch dann einen gewissen Werth be- 
sitzen kann, wenn die relative Lage zwischen M und ac während der 
Zeit dt ungeündert bleibt. Denkt man sich nämlich das Segment un- 
beweglich aufgestellt, und den Körper K, in welchen der Pol M ein- 
geschlossen ist, in Rotation versetzt, um eine durch M gehende Axe, 
so beschreibt ac in dem mit K verbundenem Räume (K) eine gewisse 
Fläche df und dieser entspricht eine gewisse Kegelöflhung dQ. 
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